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A MONSEIGNEUR 


LE BARON DE BRETEUIL, 

MINISTRE ET SÉCRETAIRE D'ÉTAT. 


M ONSEIGNEUR, 


Moins j’ai cherché de bienfaiteurs , plus je dois de 
reconnoissance à ceux qui ont voulu être les miens. Un 
sentiment si juste m’a inspiré le désir et la confiance de 
faire paroitre cet ouvrage sous vos auspices. Ne craignez 
cependant pas , Monseigneur, que cette liberté soit 
suivie d’aucune autre j les faits vous louent assez. Je me 
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bornerai à un seul vœu : c’est, Monseigneur, que les 
sciences et les lettres , fideles à conserver le souvenir 
de ceux qui les ont aimées, célèbrent, d’une maniéré 
digne de la France et de vous, ces établissements où le 
pauvre doit trouver un asyle contre tous les genres de 
calamités qui peuvent affliger l’homme. Tant de mo- 
numents augustes d’une bienfaisance éclairée qui se 
reproduit sans cesse attesteront à jamais qu’un prince 
vertueux sur le trône est à la fois l’honneur et la conso- 
lation de l’humanité. Puissiez -vous, Monseigneur, 
voir jouir long temps SA MAJESTÉ des jours heureux 
qu’assure à ses peuples sa bonté paternelle! 


Je suis, avec le plus profond respect, 


Monseigneur, 


Votre très humble et très 
obéissant serviteur, 

COUSIN. 
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DISCOURS PRÉLIMINAIRE, 


Lu à la séance publique du College royal le 11 novembre 1782. 

C’est dans l’ouvrage immortel de Newton (*) qu’on 
trouve la première idée de l’application de la géomé- 
trie à la physique céleste. Mais on ne pouvoit perfec- 
tionner toutes les parties d’une aussi grande entreprise 
sans étendre les limites du calcul intégral et de la dy- 
namique. Trois géomètres, MM. Euler, Clairaut et 
d’Alcmbert, en conçurent le projet, et publièrent en 
même temps chacun une solution différente du pro- 
blème des trois corps. Il n’est question, dans ces solu- 
tions, que des mouvements progressifs ; et comme ces 
corps, en vertu des forces d’attraction qui les animent, 
peuvent prendre d’autres mouvements autour de leurs 
centres de gravité, il restoit un problème plus difficile 
à résoudre : il le fut par M. d’Alembcrt. 

Avant l’époque à jamais célèbre dont nous venons 
de parler, l’académie des sciences avoit proposé la ques- 
tion du flux et reflux de la mer. Entre les pièces qui 
partagèrent ce prix, celles de MM. Maclaurin , Euler 
et D. Bernoulli, ajoutèrent beaucoup à la théorie que 
Newton avoit donnée de ce phénomène. Elle fut en- 
core perfectionnée par M. d’Alembert dans l’ouvrage 
sur la cause des vents, où il fit usage, pour la première 
fois, d’un calcul qui devoit reculer les bornes des scien- 
ces physico- mathématiques. Long- temps après, dans 
les derniers volumes de l’académie des sciences, M. de 
la Place a traité ce problème tout de nouveau ; il a 
soumis au calcul les oscillations des eaux de la mer, et 


(*) Philosophiae naturalis principia mathe/natica. 


viij DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 

l’influence qu’elles peuvent avoir sur la précession des 
équinoxes et sur la nutation de l’axe de la terre. 

Ces mouvements de précession et de nutation ne sont 
point particuliers à la terre. Ceux de la lune furent le 
sujet du prix donné par l’académie des sciences en 
j 764. M. de la Grange, auteur de la piece couronnée , 
reprend le problème général, et sa solution s’accorde 
parfaitement avec la première qui fut donnée : elle ex- 
plique d’une maniéré si heureuse les phénomènes dont 
il s’agit, qu’on aurait déduit immédiatement de la théo- 
rie l'égalité des mouvements rétrogrades des points 
équinoxiaux lunaires et des nœuds de l’orbite, quand 
même cette égalité n’eût point été reconnue par l’ob- 
servation. 

La figure des corps qui agissent les uns sur les autres 
doit nécessairement influer dans tous ces résultats. Ce 
fut pour déterminer celle de la terre, que les voyages au 
Nord et au Pérou, où nos académiciens françois mon- 
trèrent autant de courage que de talents, que la mesure 
du degré entre Paris et Amiens, et beaucoup d’autres 
travaux , furent entrepris. Toutes ces opérations font la 
terre applatie; et si elles ne paraissent pas s’accorder sur 
la quantité de l’applatissement, c’est que rien n’exige 
quelle soit d’une forme régulière, comme l’a démontré 
la théorie sans avoir encore prononcé sur toutes les 
ligures qu’on peut admettre. 

La terre, dont une partie est fluide, a un mouvement 
de rotation autour de son axe : toutes les molécules qui 
la composent s’attirent mutuellement et sont attirées 
par les corps qui l’environnent: au milieu de ces actions 
diverses, comment l’équilibre peut-il subsister? Le pro- 
blème , sous ce point de vue , paraît surpasser les forces 
de l’esprit humain. Mais quand on ajoute que, quelle 
que soit la figure de la terre, elle est à-peu-près sphéri- 
que, qu’en tout lieu la force centrifuge est infiniment 

moindre 
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moindre que la pesanteur, l’analyste exercé ne regarde 
plus comme impossible d’en trouver une solution assez 
approchée pour qu’elle représente les phénomènes avec 
une exactitude suffisante. Nos espérances sont d’autant 
mieux fondées, que les recherches qu’on a déjà faites 
sur cet objet important ont conduit à des théorèmes très 
étendus qui sont la base des théories sur le 11 ux et reflux 
de la mer dont nous venons de parler. 

Tous les problèmes d’astronomie physique avoient 
été mis en équations. Mais ces équations ne pouvant 
point être résolues exactement, 1 accord des résijltats 
avec l'observation dépendoil uniquement des méthodes 
d’approximation. Il fallut beaucoup d’applications dif- 
férentes pour appercevoir que celles de ces méthodes 
• dont on avoit fait usage avec succès dans un cas, deve- 
noient insuffisantes dans d’autres. Ainsi la méthode des 
coefficients indéterminés, qui avoit donné les inégalités 
de la lune , ne put donner toutes celles de jupiter et 
saturne ; et, en reconnoissant tout le mérite des pièces 
qui remportèrent les deux prix proposés par l’académie 
pour 1748 et 17 Ô 2 , on est force d’avouer nue les diffi- 
cultés du problème n’ont été senties et résolues que par 
M. de la Grange dans le troisième volume des mémoires 
de T urin. MM. d’Alembert, de Condorcet, de la Place, et 
d’autres géomètres, ont donné depuis des méthodes qui 
conduisent aussi sûrement au même but. M. de la Place, 
en poussant l’approximation aussi loin qu’il étoit néces- 
saire, est parvenu à un résultat très remarquable: c’est 
que l’action réciproque des planètes n’a pu sensible- 
ment altérer leurs moyens mouvements (*), On trouve 


(*) L’observation ayant fait appercevoir aux astronomes que le 
mouvement de saturne se ralentissoit de siecle en siecle, et que celui 
de jupiter s'accéléroit , ils attribuèrent à ces deux planètes des inéga- 
lités séculaires. Mais M. de la Place, en calculant avec beaucoup de 
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dans les mémoires de Berlin, pour 1776, une très belle 
confirmation de cette proposition : elle est une appli- 
cation bien ingénieuse d’une autre théorie de M. de la 
Grange , qui auroit pu paroître fort étrangère «'1 l’astro- 
nomie physique. Nous pourrions citer plusieurs exem- 

Î des semblables, qui tous tendent à prouver que la per- 
èction de l’analyse est un des objets les plus importants 
dont on puisse s'occuper. C’est en appliquant 1 algèbre 
à la partie de l’astronomie qui a pour but de réduire les 
observations faites à la surlace de la terre à celles qui 
seroipnt vues du centre, que M. Duséjour lui a fait at- 
teindre le degré de perfection où nous la voyons au- 
jourd’hui. 

Qu’on me permette de remarquer ici que les astro- 
nomes à qui l’on doit les découvertes lés plus imper- * 
tantes s’étoient d’abord distingués dans l’analyse ma- 
thématique. Nous avons vu plus de vingt ans un de nos 


soin le rapport de leurs moyens mouvements , et son influence dans 
la théorie de leurs perturbations , est parvenu 3 plusieurs équations 
considérables qui expliquent ces dérangements singuliers. Il a reconnu 
qu'il existe dans la théorie des mouvements de Saturne une inégalité 
de /\6' 49", dont la période est d’environ 919 ans, et dépend de cinq 
fois le moyen mouvement de saturne, moins deux fois celui de jupi- 
ter; qu’il existe dans le mouvement de jupiter une inégalité corres- 
pondante de 10' d’un signe contraire, et dont la période est la même. 
C’est à ces grandes inégalités que sont dus le ralentissement apparent 
de saturne et l’accélération apparente de jupiter. Ces deux phéno- 
mènes ont été à leur maximum vers i 58 o ; et, depuis cette époque, 
les mouvements moyens apparents de ces deux planètes se sont rap- 
prochés sans cesse de leurs vrais moyens mouvements. 11 existe aussi 
des conditions auxquelles les moyens mouvements des satellites de 
jupiter doivent satisfaire. M. de la Place les a renfermées dans ces 
deux théorèmes. Le moyen mouvement du premier satellite de jupi- 
ter, plus deux fois celui du troisième , est exactement égal à trois fois 
celui du second satellite. La longitude moyenne du premier satellite , 
mains trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisième, est 
constamment égale à 180°. 


Digitized by Google 


DISCOURS PRÉLIMINAIRE. xj 

Î )lus célébrés observateurs expliquer, au college royal, 
es ouvrages des Newton, des Euler, des Maclaurin, des 
Bernoulli, etc. et devenir, pour ainsi dire, le créateur 
d’une chaire destinée àjperpétuer en France le goût des 
sciences physico-mathématiques (*). Je reviens à l’as- 
tronomie physique, qui, de toutes ces sciences, est celle 
qui doit le plus à l’analyse et qui en attend d’autres 
bienfaits. 

Après s’être occupé des perturbations mutuelles des 
planètes et de la lune, on dut être tenté d’examiner les 
satellites de jupiter. La cause des dérangements qu’ils 
éprouvent fut le sujet du prix proposé par l’academie 
des sciences pour 1 766. La piece couronnée, infiniment 
recommandable par l’analyse profonde qui y regne, est 
de M. de la Grange. 

M. Bailly avoit publié précédemment une théorie de 
ces perturbations. Il étoxt entré dès -lors dans une car- 
rière qu’il a parcourue depuis avec le plus grand succès. 
Je veux parler de l’histoire des découvertes qu’on a fai- 
tes depuis cinquante ans dans l’une et l’autre astrono- 
mie ; découvertes qui sont, la gloire de la génération 
présente, celle sur- tout de l’académie des sciences, qui 
y a eu la plus grande part (**). 

(*) Dans le même temps, M. de la Lande donnolt tin nouveau 
lustre à la chaire d’astronomie, en publiant le traité de cette science 
le plus complet qui eût encore paru. La première édition de cet ou- 
vrage est de 1764, la seconde de 1771 ; elle sera suivie d’une troi- 
sième qui est prête à s’imprimer. On 11e doute pas que le public ne 
l’accueille avec autant d'empressement que les deux autres. 

(**) L 'Histoire de 1 ‘ Astronomie de M. Bailly est en cinq volumes 
in-4“. Le premier comprend l’astronomie ancienne , les trois suivants 
l’astronomie moderne depuis la fondation de l’école d’Alexandrie 
jusqu'à nos jours, et le cinquième l’astronomie indienne et orientale. 
Cet ouvrage, plein de recherches profondes, et dans lequel on trouve 
réunies les grâces du style et la critique la plus saine , est bien digne 
de tout le succès qu’il a obtenu. 
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Par les prix qu’elle propose , elle invite tous les sa- 
vants étrangers à concourir avec elle aux progrès des 
sciences : c’est de cette maniéré qu’elle prend leurs avis 
sur les questions importantes qui sont agitées dans son 
sein. Des doutes élevés par plusieurs ae ses membres 
sur quelques équations de la lune l'engagerent à de- 
mander de nouveau la théorie de ce satellite pour le 
sujet du prix qu’elle partagea en 1 772 entre MM. Euler 
et de la Grange. M. Clairaut avoit appliqué très heu- 
reusement sa solution du problème des trois corps à la 
détermination des dérangements que la comcte de 1682 
pouvoit avoir éprouvés dans son cours de la part des 
corps célestes connus; cela n’empêclia pas l’académie 
de proposer la cause des perturbations que les cometes 
peuventéprouveren général, pour le sujet du prix qu’elle 
donna en 1780 à M. de la Grange. 

Cette théorie sert à fixer le temps du retour de celles 
qui sont déjà connues. Lorsqu’une cornete se montre 
une première fois , il faut d’autres méthodes pour dé- 
mêler, dans les observations , les circonstances de son 
mouvement et les caractères qui la feront toujours re- 
connoître. Ce problème, comme le précédent, a occupé 
les géomètres du premier ordre, qui ont donné diixé- 
rents moyens de le résoudre (*). 

L’action des cometes peut-elle influer sur les mouve- 
ments des planètes éloignées du soleil? Il est plus que 
vraisemblable que cette influence ne doitpoint être sen- 


( * ) Newton a traité le premier cette importante question dans sa 
Philosophie naturelle (liv. III, propositions 4 1 et 42) ; et sa solution 
est eucore très exacte lorsque la variation du mouvement apparent de 
la comète en longitude est plus sensible que la variation de son mouve- 
ment en latitude. M.de la Place, qui s’est occupe du même problème 
( Mémoires de l'académie des sciences, année 1780), remarque que, 
pour le cas dont nous venons de parler, ses formules ne sont qu’une 
traduction analytique de la méthode de Newton. 
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sible. D’ailleurs M. de la Grange a démontré rigoureu- 
sement que l’action mutuelle des planètes ne peut être 
la cause de l’accélération de leurs moyens mouvements 
et de la variabilité de leurs moyennes distances ; il faut 
donc chercher quelque autre explication des inégalités 
séculaires, s’il est vrai que ce phénomène existe (*). 
M. l’abbé Bossut la trouve dans la résistance de l’éther. 
M. de la Place propose une autre hypothèse ; c’est de 
supposer que la gravitation établie par Newton ( ** ) 

(*) Les preuves qu’on avoit des équations séculaires des planètes 
étoient uniquement fondées sur le ralentissement observé dans le 
moyen mouvement de saturne, et l’accélération dans celui de jupiter. 
Or, M. de la Place ayant expliqué ces dérangements par des inéga- 
lités dont la période est d’environ 019 ans, il 11e reste que l’équation 
séculaire delà lune, dont on n’a d’autres preuves que quelques ob- 
servations faites dans des siècles fort éloignés, et sur l’exactitude des- 
quelles on ne peut pas compter. Quoi qu’il en soit, les explications 
qu’on a voulu donner de ces phénomènes n’en seront pas moins re- 
gardées comme des hypothèses mathématiques très ingénieuses. 

(**) On trouve dans l’antiquité des traces de la gravitation univer- 
selle. Au commencement du dernier siecle, cette opinion ctojt assez 
généralement répandue ; mais Newton , en déterminant la mesure 
précise de la force qui fait tendre les corps célestes les uns vers les 
autres, a découvert la loi qui explique toutes les variations de leurs 
mouvements. Les résultats de cette admirable théorie représentent 
les phénomènes avec la même exactitude que s’ils étoient donnés 
par les observations les plus précises. Tant de succès sont dus à la 
méthode analytique, qui n’exige pas toujours tout l’appareil des cal- 
culs qu’on trouve dans les ouvrages sur l’astronomie physique. Un 
modèle en ce genre , c’est le Traité de Newton sur la Lumière, que 
les physiciens ne peuvent trop méditer. L’analyse nous apprend à 
combiner nos notions particulières pour en former des idées abstraites 
qui embrassent les propriétés générales des corps ; à nous élever, de 
1 inspection des phénomènes, jusqu’à ces loix immuables auxquelles 
tout changement est soumis. Elle est l’unique méthode qui puisse 
nous diriger d’une maniéré certaine et assurée dans nos calculs et 
nos raisonnements. Elle est la vraie métaphysique des sciences, bien 
différente de cette autre métaphysique qui s'occupe de la recherche 
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n’agit pas également sur un corps en mouvement et sur 
un corps en repos, et qu’elle no dépend pas seulement 
des distances des corps et de leurs masses , mais encore 
de leurs vitesses. 

Tel est le précis historique des principales questions 
que nous avons traitées dans l’ouvrage que nous pré- 
sentons au public. Les méthodes générales dont nous y 
avons fait usage nous ont facilité les moyens de déduire 
de nos formules tous les théorèmes relatifs à l’astronomie 
physique qui méritent d’être connus. Nous en avons 
cité les auteurs avec le plus grand scrupule, sur -tout 
lorsqu’il s’agissoit de ces idées originales qu’on peut 
appliquer à beaucoup d’objets différents. Celle d’avoir 
transporté les équations de condition dans la théorie 
des fluides, comme l’a fait le premier M. Clairaut dans 
son ouvrage sur la Figure de la l 'erre, est devenue de ce 
genre par la découverte du calcul intégral aux diffé- 
rences partielles, dont nous devons les premières appli- 
cations importantes à M. d’Alembcrt ; et M. Euler, in- 
venteur de ce calcul , en nous faisant voir toute l’éten- 
due dont ces sortes de solutions sont susceptibles, a ou- 
vert une carrière où il reste encore bien des lauriers à 
cueillir (*). 

Cette partie de l’ouvrage, où nous tâchons de rendre à 


des causes premières pour descendre ensuite à l'explication des phé- 
nomènes : ceilc-ci ne peut donner naissance qu’à des systèmes plus 
ou moins ingénieux , qui éblouissent un instant le vulgaire par leur 
faux éclat. 

(*) M. Euler a donné les équations de condition dont il s’agit ici, 
dans le 7* volume des anciens mémoires de Pétersbourg. C’est là qu’il 
se propose ce problème : z étant une fonction de x , a, telle que 
dz — Pc/x -t- Qda, trouver les valeurs les plus générales de P et 
Q qui puissent satisfaire à l’équation Q = Fz -t- PR, où F est fonc- 
tion de a, et R fonction de .r et a. Pour y parvenir, il cherche le 
facteur propre à rendre intégrable dx -t- R c/a : soit S ce facteur, ot 
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chacun ce qui lui est dû, n’est p»s celle qui nous a offert 
les moindres difficultés : car a\ec quelle circonspection 
et quelle vérité ne doit-on pas parler des hommes qui 
ont éclairé leur siccle par des découvertes utiles? Alté- 
rer les faits qui les concernent, c’est ravir à la nation 

3 ui les a produits sa gloire la plus précieuse aux yeux 
e la raison. 

Sdx -+- SR da = f/T; soit aussi fl¥da = Iog. B ; il trouve, pour 
les valeurs demandées , 

P = BS/'; T, Q = -H BRS/' : T. 

On en tire 

dz = BS {dx -+- R r/a)/' I T -+- z Q = Brf/i T -+- z tt . 
et par conséquent z = B f\ T. 

Ainsi, dès 1734 , M. Euler avoit intégré complètement une équation 
aux différences partielles : son mémoire est cité par M. d’Alembcrt 
dans scs Réflexions sur la cause générale des vents , qui est le pre- 
mier ouvrage de physique- mathématique où l’on se soit servi de ce 
nouveau genre de calcul. C’est encore M. Euler qui a dit le premier 
que rien ne devoit limiter la généralité des fonctions arbitraires qui 
entrent dans les intégrales complètes des équations aux différences 
partielles ; qu’on y devoit comprendre les fonctions irrégulières et 
discontinues. M. d’Alembert a combattu cette idée tant qu il a vécu; 
il n’a jamais voulu reconnottre toute l’étendue des solutions qu’il 
avoit données lui- même dans ses Réflexions sur la cause des vents, 
dans son Mémoire sur les Cordes vibrantes , et dans X Essai d'une 
nouvelle théorie sur la résistance des fluides. Il n’est donc pas pos- 
sible de mettre en doute lequel de ces deux géomètres, MM. Euler 
et d’Alembert, est l’inventeur du calcul intégral aux différences par- 
tielles ; comme on ne peut nier que ce ne soit M. d’Alembert qui, le 
premier, a introduit ce calcul dans les sciences physico- mathéma- 
tiques. M. Euler, depuis son mémoire de 1734, a publié plusieurs 
ouvrages où il a négligé d’employer son nouveau calcul ; ce n’a été 
.qu’aprèslcs belles applications qu’en a faites M. d’Alembert qu’il s’est 
apperçu que les solutions qu’il avoit jusqu’alors regardées comme 
générales ne l’étoient point : on ne peut donc refuser au géomètre 
François de partager la gloire de la révolution qui a fait changer de 
lace aux sciences physico-mathématiques (C. I. Disc. prél. p. 2 6). 
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INTRODUCTION 

À L’ÉTUDE 

DE L’ASTRONOMIE PHYSI 

CHAPITRE PREMIER. 

Exposition abrégée du Système du Monde. 

(i). Les corps célestes cjui composent notre système planétaire se 
divisent en pianotes principales qui ont le Soleil pour centre de leur, 
mouvement, et en planètes secondaires, cpi’on appelle satellites, 
qui tournent autour de la planète principale. Il y a six planètes prin- 
cipales : 

Mercure (Ç ) , Vénus ($), la Terre (5), 

Mars (ci 1 ), Jupiter (Tp), Saturne ( T> ). 

La Terre, Jupiter et Saturne sont les seules auxquelles on ait dé- 
couvert des satellites : la Terre n’en a qu'un qui est la Lune, Jupiter 
en a quatre, et Saturne cinq, outre son anneau. On appelle planètes 
inférieures celles qui sont plus près du Soleil que la Terre. Ces planètes 
sont Mercure et Vénus -, 1 orbe de Vénus renferme celui de Mercure, 
et l’orbe de laTerrc est extérieur à ceux de Vénus et de Mercure.Tes 

I ilanetes supérieures, ou celles qui sont plus éloignées du Soleil que 
a Terre, sont au nombre de trois, Mars, Jupiter et Saturne. L’orbe 
de Mars renferme celui de la Terre, l’orbe de Jupiter celui de Mars, 
et l’orbe de Saturne celui de Jupiter. Dans ces derniers temps , 
M. Herschcl a découvert une nouvelle planete plus éloignée du Soleil 
que Saturne, et dont l’orbe est extérieur à ceux des six planètes dont 
nous venons de parler. 

( 2 ). La révolution des planètes autour du Soleil se fait d’occident 
en orient dans des ollipses plus ou moins alongées, dont le Soleil 
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occupe un des foyers. Les planètes sont donc tantôt plus près et tantôt 

P lus loin de lui. Le point ae l’orbite le plus éloigné/lu Soleil s’appelle 
aphélie de la planete ; le point qui en est le plus près s’appelle son 
périhélie; et la ligne qui passe par ces deux points, ou le grand axe 
de l’ellipse, s’appelle la ligne des absides. On appelle encore distance 
moyenne, la distance de la planete au Soleil lorsqu'elle passe par une 
des extrémités du petit axe -, et cette distance est toujours égale à la 
moitié du grand axe. Le plan de chaque orbite coupe le plan de 
l' écliptique , ou le plan de l’orbite de la Terre, dans une ligne qu’on 
appelle la ligne des noeuds; et les points extrêmes de cette commune 
section s’appellent les nœuds de l'orbite, dont l’un est ascendant, et 
l'autre descendant. Le nœud ascendant est celui où passe la planete 
lorsqu’elle monte vers le pôle boréal, qui pour nous est le plus élevé; 
elle passe par le nœud descendant pour retourner au midi de l’éclip- 
tique. Les astronomes marquent ces nœuds par les caractères 
dont le premier est pour l’ascendant, et l’autre pour le descendant. 
Les plans jles orbites des planètes font, avec le plan de l’écliptique, 
différents angles qu’on appelle inclinaisons des orbites. 

(3). Ayant tiré dans le plan de l’écliptique une droite HST (fig.I ) 
qui passe par le soleil et par le premier point d ’aries, si le plan de 
1 orbite d’une planete le coupe dans une droite OS& , l’angle TS££ 
sera la longitude du nœud ascendant : et la planete étant en P, si de 
ce point on abaisse une perpendiculaire PM sur le plan de l’éclip- 
tique, et qu’on tire ensuite une droite SM, qui s’appelle la distance 
accourcie de la planete au soleil, l’angle TSM sera la longitude hé- 
liocentrique de la planete ; l’angle PSM , que fait sa distance SP avec 
SM , sera sa latitude hcliucentnque. De cette maniéré on distingue la 
longitude et la latitude vues du soleil, de la longitude et de la latitude 
vues de la terre , et qu’on appelle géocentriqucs. La terre étant en T, 
si l’on tire TM , TP , et une droite TU vers le premier point d ’aries, 
l’angle UTM sera la longitude géoccntrique de la planete, et l’angle 
PTM sa latitude géoccntrique. La latitude soit héliocentriquc , soit 
géocentrique, est nulle dans le nœud ascendant : elle va en augmen- 
tant à mesure que la planete s’avance vers le pôle boréal de l’éclipti- 
que : passé ce point , elle décroît jusqu’au nœud descendant, où elle 
est nulle , pour devenir australe de boréale qu’elle étoit. Si du point P 
on abaisse une perpendiculaire PN sur SQ, , et qu’on tire MN qui 
sera aussi perpendiculaire sur la même ligne , l’angle PNM mesurera 
l’inclinaison (le l’orbite sur le plan de l’écliptique. Enfin SA étant la 
distance aphélie de la planete, l’angle ASP s appelle Y anomalie vraie, 
et la distance SP le rayon vecteur de l’orbite. Mais si l’on fait cette 
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proportion, le temps de toute la révolution est au temps écoulé de- 
puis le dernier passage de la planete par son aphélie, comme la cir- 
conférence du cercle décrit sur le grand axe de l’ellipse est à un qua- 
trième terme -, ce quatrième terme sera l 'anomalie moyenne de la 
planete, qui est immédiatement donné par l’observation. 

(4). La grandeur et la position de l'orbite elliptique d'une planete 
seront parfaitement déterminées par les cinq quantités suivantes : le 
grand axe de l’ellipse ; la position de ce grand axe sur le plan de l’or- 
bite , ou le lieu des absides ; le rapport de la distance des deux foyers 
au grand axe, ou l’excentricité; l'inclinaison de l’orbite sur le plan 
de récliplique; et la position de la ligne des noeuds sur le même plan. 
On a donné le nom à' cléments de l'orbite à ces cinq quantités, qu’il 
est essentiel de bien connoltre. On trouvera dans fa table suivante 
les éléments des orbites des sept planètes principales , les temps des 
révolutions autour du soleil , et les plus grandes équations du centre. 


Distance 

moyenne. 

Excentri- 

cité. 

Inclinaison de 
l'orbite. 

Longitude du 
ncrud ascendant. 

Lieu de l'aphélie. 

Révolution 

sidérale. 

Pltisgr. équat. 
du centre. 

$ 38 7 o 9 

o,2o563 

7 • 0 * 0 m 

1’ 22" 

8* - 4 ° « 7 * 44 " 

87 t 23 h 16' 4" 

23 ° 40*49" 

ç 72353 

0,006884 

3 a 3 20 

2 14 44 54 

10 8 38 42 

224 16 49 12 

47 20 

<5 100000 

0,01680 

OOO 

OOO 

3 9 17 22 

365 6 911* 

1 55 ii 

çf 1 52369 

0,09328 

1 5 i 0 

1 |8 O 22 

5 2 8 26 

686 23 3 o 43 

10 40 20 

’lp 520097 

0,04860 

1 19 10 

3 8 5 a 0 

6 10 59 43 

4332 ' 9 k 

5 34 1 

J) 953936 

0,05577 

2 3 o 20 

3 21 5 o 17 

9 0 48 3 o 

10761 i 5 

6 23 19 

1908180 

0,04758 

46 12 

1 i 3 1 0 

1 1 aa 5 ç 

83 * 122* 

5 27 ii 


(5). Les orbites de ces sept planètes sont très peu excentriques 
et très peu inclinées à l’écliptique : elles se meuvent toutes dans le 
même sens; et c’est en quoi elles diflèrent des cometes, dont les 
orbites sont des ellipses extrêmement alongées dont le soleil occupe 
un des foyers, et qui se meuvent dans toutes les directions et sous 
toutes les inclinaisons possibles à l’écliptique. Quelquefois on distin- 
gue celles-ci par les traînées de lumière dont elles sont précédées ou 
suivies. Nous avons ajouté dans la table, aux éléments de l’orbite, 
les révolutions sidérales, ou le temps du retour de la planete à la 
même étoile. On distingue trois sortes de révolution : Li révolution 
sidérale ; la révolution tropicjue, qui est le temps du retour de la pla- 
nete au même point de l'écliptique ; la révolution anomalistiaue, qui 
est le temps de son retour à la même abside. Relativement à la terre, 
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la révolution tropique étant île 20' 23 " plus courte que la révolu- 
tion sidérale, il est nécessaire que les points équinoxiaux , où le 
plan de X équateur terrestre coupe l'écliptique, aient un mouvement 
rétrograde, à l’égard du soleil, d'environ 5 o" de degré par an : ce 
mouvement des points équinoxiaux s'appelle la procession des équi- 
noxes. La révolution anomalistique excédant la révolution sidérale de 
6 ' 9", il faut que l’aphélie de la terre avance de i 5 " de degré par 
an à l’égard des étoiles, et de 65 " à l’égard des points équinoxiaux. 
Les aphélies des autres planètes ont aussi leur mouvement, qui n’est 
pas connu avec autant «exactitude. O11 trouve encore dans la table 
la plus grande équation du centre ou de l’orbite ; on entend par là la 
plus grande différence entre l’anomalie moyenne , exprimée en de- 
grés, minutes, secondes, et l’anomalie vraie. En général on appelle 
équation, en astronomie, ce qu’il faut ajouter ou soustraire d’une 
quantité moyenne pour avoir la vraie. 

(6) . Les planètes ont un mouvement autour de leur axe, qu’on 
appelle leur /évolution diurne. On ne connoît la révolution diurne 
que de quatre planètes, qui sont Vénus, la Terre, Mars et Jupiter. 

Vénus La Terre Mars Jupiter 

23 h 20' 23 k 56 ' 24’’ 4 °’ 9 h 56 ' 

Le Soleil a aussi un mouvement autour de son axe qui s’acheve en 
a 5 jours 14 heures 8' relativement aux équinoxes. 

L’axe de la terre sur lequel elle tourne est incliné au plan de 
l'écliptique de 66° 32 '; en sorte que le plan de l’équateur fait, avec 
celui de l’écliptique, un angle de a 3 * 28' qui mesure ce qu’on appelle 
\ obliquité de l’écliptique. Cette obliquité paroît aller en diminuant, 
et depuis deux mille ans elle a diminué d’environ 20 minutes. 

(7) . La lune décrit autour de la terre une orbite qui fait, avec le 
plan de l’écliptique, un angle qui varie depuis 4 0 58 ' 7 jusqu’à 5 ° 17';. 
O11 appelle apogée le point de l’orbite où elle est le plus éloignée de 
la terre, et périgée celui où elle en est le plus près; ces deux points 
se meuvent suivant l’ordre des signes , et leur révolution s’acheve 
dans l’espace d’environ neuf ans. La ligne des nœuds n’a pas non 
plus toujours la même position ; elle se meut contre l’ordre des signes, 
et sa révolution s’acheve dans l’espace d’environ 18 ans. L’excentri- 
cité change aussi continuellement ; l'excentricité moyenne est de 
o,o 55 o 5 parties, dont la distance moyenne de la hinc à la terre en 
contient 1,00000 : cette moyenne distance est d'environ ôojdeini- 
diametres de la terre. La révolution sidérale de la lune , d’occident 
en orient, est de 27 jours 7 h 43 ' 11 elle a, comme sa planete 
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principale, un mouvement autour de son axe cjni s’exécute dans le 
même temps que sa révolution par rapport au nœud qui est de 27 
jours 5 * 5 ' 49"; en sorte que la lune tourne sur son axe d’occident 
en orient , de manière que chaque point de son équateur revient à un 
des points où cet équateur coupe l’écliptique, et que nous pouvons 
nommer noeud de l’équateur, dans le meme temps que la lune revient 
au nœud de son orbite avec l’écliptique par son mouvement moyen. 
C’est cette égalité du jour et du mois périodique de la lune qui fait 
qu’elle nous présente toujours à-peu-près la même face. Elle présen- 
teroit exactement la même face, si elle décrivoit un cercle dont la 
terre occupât le centre; mais l’inégalité de son mouvement autour de 
la terre fait qu’elle nous paroît osciller sur son axe tantôt vers l’orient 
et tantôt vers l’occident. Par ce mouvement, qu’on appelle sa libra- 
tion, elle nous présente des parties qui étoient cachées, et nous en 
cache qui étoient visibles. Cette libration , aussi- bien que celle qui 
dépend du mouvement de rotation de la terre, est purement optique; 
mais il y en a une réelle et physique dont nous parlerons dans un 
moment. L’inclinaison de l’équateur lunaire sur l’écliptique est d’en- 
viron i° j. La commune section de ces deux plans est à-peu-près 
parallèle à la ligne des nœuds de l’orbite de la lune. Les nœuds de 
l’équateur lunaire paraissent coïncider avec les nœuds de l’orbite : les 
mouvements moyens des uns et des autres sont exactement égaux. 

(8). Ces phénomènes ne sont pas uniques dans le système du 
monde , comme on a cru pouvoir le conclure des observations des 
taches du premier satellite de Saturne et du quatrième de Jupiter. 
Quoi qu’il en soit, on trouvera dans la table suivante, pour les satel- 
lites de Jupiter et de Saturne, les temps des révolutions périodiques, 
les moyennes distances en demi- diamètres de la planète, les incli- 
naisons des orbites sur le plan de l’orbite de la plancte. 



Satellites 

de Jupiter. 


T>mp» de la résolution périodique. 

Moyennes distances. 

Inclinaisons des orbite*. 

Premier 

1* 18*27' 33 " 

5,7 

3 “ 18' 38 " 

Second 

3 i 3 i 3 42 

9 

3 18 

Troisième 

7 3 42 33 

1 4 , 38 

3 i 3 58 

Quatrième 

16 16 3 a 8 

25 , 3 

2 3 6 


Satellites 

de Saturne. 


‘Premier 

l' 21* 1 8' 

4,89 

3 o° 

Second 

2 17 44 

6,27 

3o 

Troisième 

4 12 25 

8,75 

3 o 

Quatrième 

i 5 22 41 

20 , 3 

3 o 

Cinquième 

79 7 4 9 

59, i 5 

i 5 3 o' 
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Les orbites des quatre premiers satellites de Saturne sont situées 
dans le plan de l'anneau qui est incliné à l'écliptique d’environ 3i* 
20 r .Cet anneau est fort mince, presque plan et concentrique à la pla- 
nète ; son diainetre est à celui de la plauete comme 3 est à 7. D ail- 
leurs les mouvements de ces satellites sont assujettis à beaucoup d’ir- 
régularités que l’observation et la théorie ont fait connoîtrc. 

(9). Les mouvements des planètes n’éprouveroient aucune alté- 
ration , si clics n’agissoient pas les unes sur les autres par une force 
d’attraction dont la loi suit la raison directe des masses et l’inverse 
du quarré des distances. Si chaque particule d’un corps agit sur un 
point par une semblable attraction , quelle sera l’action de tout le 
corps sur le même point? On démontre que si chaque particule de la 
surface d’une sphere solide homogène agit, comme nous venons de 
le dire, sur un point A (Jîg.JJ), la surface entière agira sur ce point 
de la même maniéré que si elle étoit toute réunie au centre de la 
sphere; c’est-à-dire qu’en nommant a la distance du point A au 
centre de la sphere, et s la surface de ce solide, on aura, la densité 
étant prise pour l’unité, ^ pour la force attractive dont il s’agit Par 
le point A et par le centre C de la sphere, nous tirerons la droite AC, 
et nous couperons ensuite le solide par deux plans infiniment pro- 
ches, NOQ, noq, perpendiculaires à cette droite. 11 est clair que le 
point N agira sur le point A avec une force =;, qui, étant décom- 
posée en deux autres dont les directions soient parallèles à AP et au 
rayon PN de la section NOQ , donne pour celle qui agit dans la di- 
rection de AP, et qui est la seule que l’on doive considérer, On 


multipliera cette expression par 7 tPN, tt étant le rapport de la cir- 
conférence au rayon , et on aura — pour la force avec laquelle la 


circonférence de la section agit sur le point A. En multipliant cette 
dernicre quantité par le petit arc N/i , on aura l’attraction qu’exerce 
sur le même point toute la zone NOQ qno ; il faudra intégrer conve- 
nablement cette différentielle pour avoir l’attraction de toute la sur- 
face de la sphere. Pour cela, je nomme le rayon CB, r, AP, x , PN,_y; 

et , à cause de N/i = — , j’ai la différentielle rrlJx , qui devient , 
en y substituant à_y* sa valeur r* — a' -+- 2 ax — x*, 


(r* — a - -I- Mar) 


i * 


laquelle a pour intégrale complété plus une cons- 

tante arbitraire qu’on déterminera, en faisant attention que l’intégrale 
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doit être nulle lorsque x = a — r, et on aura £ -+- 1 -Vo ' 

On fera x = a -t- r, et on en tirera pour la force avec laquelle 
toute la surface de la sphere agit sur le point A. Mais s étant la sur- 
face de la sphere, est égale à 27 rri ; l’expression précédente se réduit 
donc à 

(10) . Si une sphere est composée de couches sphériques homo^ 
genes, dont les densités varient entre elles comme une puissance 
quelconque de leur distance au centre ; en nommant x le rayon 
d’une des couches, bx m sa densité, on aura ^ x m * dx pour 
la différentielle de l’attraction de la sphere dont le rayon est x : 

Cette différentielle a pour intégrale , et la sphere a pour 

Ht -f- 3 

solidité * j ■ ; il est donc clair qu’en nommant S la solidité de la 
sphere totale, on a encore pour la force avec laquelle elle agit sur 
le point A. Donc toute sphere homogène , ou qui est composée de 
couches concentriques homogènes, dont les densités varient comme 
une puissance quelconque de leurs distances au centre , agira sur un 
point placé hors d’elle de la même maniéré que si toute sa niasse 
étoit réunie au centre. On sait que les corps célestes sont à-peu-près 
sphériques ; qu’ils sont très éloignés les uns des autres relativement 
à leurs dimensions. Ainsi, dans la recherche de leurs mouvements 
progressifs , nous pourrons d'abord , comme nous le ferons dans le 
chapitre suivant , les regarder comme des points pesants qui agissent 
les uns sur les autres; sauf ensuite à déterminer les inégalités dans 
ces mouvements qui pourroient provenir de la figure des corps. 

(11) . Les altérations qu’éprouvent les mouvements des planètes 
sont, ou périodiques, qm se rétablissent après un petit nombre de 
révolutions; ou séculaires, qu’on a nommées ainsi pareeque leur 
effet ne devient sensible qu’après un long espace de temps. Ces der- 
nières paroissent aller toujours en augmentant , soit qu’etfcctivement 
elles doivent toujours augmenter, soit que , leurs périodes étant de 
plusieurs siècles, il faille des observations beaucoup plus anciennes 
que celles que nous avons pour déterminer le nombre de révolutions 
de la planete après lesquelles elles pourront se rétablir. Mais ces va- 
riations séculaires sont bien moins sensibles que les autres inégalités, 
parmi lesquelles celles qui altèrent le mouvement dans l’orbite sont 
les plus considérables. Les inégalités des autres mouvements dépen- 
dent sur-tout de la figure des planètes. £n supposant même qu’elles 
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aient été primitivement sphériques, leur rotation a dû élever les ré- 
gions de 1 équateur, abaisser celle des pèles, et changer la forme pri- 
mitive en celle d'un sphéroïde applati vers les pâles. Prenons pour 
exemple la terre. En la supposant parfaitement sphérique et homo- 
gène, et le soleil agissant seul surles parties qui composent sa masse, 
l’axe de la planete demeurera toujours parallèle à lui-même durant 
toute la révolution. 11 n'en sera pas de même, si la terre est un sphé- 
roïde ; dans ce cas l’action du soleil sera différente sur les deux hé- 
misphères, et produira dans l’axe terrestre un mouvement de rota- 
tion. Eu réunissant l’action du soleil et de la lune, ce mouvement de 
l’axe sera suflisant pour causer tonte la précession des équinoxes. 
Mais l’orbite lunaire n’étant pas dans le plan de l'écliptique, toute 
l’attraction de la lune n'est pas employée à produire la rétrogradation 
des points équinoxiaux. 11 y en a une partie qui agit différemment sur 
l'axe et cause ce qu’on appelle la nutation de l’axe de la terre. Par 
cette nutation l’axe s’élève ou s’abaise sur l’écliptique de 18" dans 
une période de 18 ans, qui est la même que celle du mouvement des 
noeuds de l’orbite lunaire. La figure de la lune influe aussi beaucoup 
sur ses différents mouvements ; c’est parcequ’elle n’est pas sphérique, 
qu’outre sa libration optique , elle en a une réelle et physique. 

(ia). Nous avons vu que les corps célestes, en agissant sur la terre, 
n’agissent pas également sur toutes ses parties. Si nous imaginons 
quelle soit un globe solide recouvert d’un fluide jusqu’à telle hauteur 
qu’on voudra , et que par la pensée nous la partagions en deux hé- 
misphères par un plan perpendiculaire au diamètre qui passe par le 
centre de 1 astre qui agit, et que nous supposons sans mouvement, 
les parties de l’hémisplicre supérieur, je veux dire de celui qui est 
le plus près de l’astre, seront attirées avec plus de force que le centre, 
tandis que les parties de l’héinisphere inferieur seront attirées avec 
moins ae force. Le fluide qui couvre l’hémisphere supérieur tendra à 
se mouvoir plus vite que le centre , et s’élèvera avec une force égale 
à l’excès de la force qui l’attire sur celle qui attire le centre. Au con- 
traire le fluide qui couvre l’hémisphere inférieur se mouvra moins 
vite que le centre , et s’en éloignera avec une force à-pen-près égale 
à celle qui éleve le fluide de l’hémisphere supérieur. Le fluide s’élè- 
vera par conséquent aux deux points opposés du diamètre qui passe 
par l’astre ; les autres parties approcheront de ces points avec d’au- 
tant plus de vitesse qu’elles en seront moins éloignées. La terre con- 
serverait cette figure sans qu’il y eût aucun flux et reflux , si elle 
n’avoit point de mouvement journalier; ou si, ayant un mouvement 
journalier, l'a.xc de rotation étoit le même que le diamètre qui passe 
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par l’astre. Mais comme ces deux lignes font un angle, chaque parti- 
cule du fluide qui couvre la terre s’approche et s’éloigne alternative- 
ment de deux points fixes pris dans le diamètre qui passe par l'astre, 
et cela deux fois pendant une révolution. Ainsi deux fois pendant 
une révolution de la terre autour de son axe, le fluide qui la couvre 
s’élève jusqu’à ce qu’il soir le plus proche des deux points fixes dont 
nous venons de parler, et s’abaisse ensuite jusqu’à ce qu’il en soit le 
plus loin. Les phénomènes des marées proviennent donc de la diffé- 
rence qu’il y a entre l’action du soleil et de la lune sur le centre de la 
terre, et leur action sur le fluide des deux hémisphères, que nous 
avons nommés supérieur et inférieur. Newton a supposé que l’action 
qu’exerce la lune est environ quadruple de celle qu exerce le soleil. 
On ne sera pas surpris qu elle soit plus grande, malgré la masse énorme 
du soleil, quand ou considérera que la lune est beaucoup plus proche 
de la terre , et que les attractions des deux astres suivent la raison ré- 
ciproque du quarre des distances à la terre et la raison simple de leurs 
masses. 

(i 3 ). Un astre est en conjonction avec le soleil, lorsqu’il paroît 
avoir la môme longitude; ce qui ne peut arriver que d’une maniéré 
si l’orbite de l’astre renferme celle de la terre, et de deux si l’orbite 
de la terre renferme celle de l’astre. Dans ce second cas on peut voir 
le soleil et l’astre du môme côté, l’astre étant au-delà du soleil ; et 
celte conjonction s’appelle supérieure : ou bien l’astre peut être en- 
deçà, entre la terre et le soleil, et cette conjonction s appelle infé- 
rieure. Lorsque le soleil et l'astre paroissent différer de ioo° en lon- 
gitude , alors l’astre est en opposition avec le soleil. Mais en général 
on dit qu’un astre est dans les syz.ypics lorsqu’il est en conjonction 
ou en opposition. On dit qu’il est en quadrature avec le soleil, lorsque 
l’arc de 1 écliptique, compris entre le soleil et le plan de son cercle 
de latitude, est de 90°. Dans les syzygies les eaux sont élevées ou abais- 
sées en môme temps par le soleil et la lune. Mais dans les quadratures 
les eaux sont élevées par le soleil là où elles s’abaissent à 1 égard de la 
lune; elles s'abaissent à l’égard du soleil au même moment qu’elles 
s’élèvent à l’égard de la lune. Par ces effets tantôt conspirants, tantôt 
opposés , il résulte des variations très sensibles tant par rapport à 
l’heure des marées que par rapport à leur hauteur. L’explication phy- 
sique de la vraie cause des marées que nous venons d’exposer, ap- 
prochera d’autant plus d’être confirmée par l’observation, qu’en la 
soumettant au calcul nous ferons moins d’hypotheses. Celles que 
nous avons faites, pour ne point embrassera la fois trop de difficultés, 
sont trop éloignées de la vérité pour qu’elles puissent conduire à des 
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résultats satisfaisants. Mais il n'cst pas question encore de nous oc- 
cuper d’un problème aussi difficile que l’est celui du flux et reflux 
de la nier envisagé comme il doit l'être. Nous ne ferons plus qu’une 
seule remarque : c’est que l’action du soleil et de la lune, pour se 
transmettre jusqu’à l’océan, doit traverser auparavant la masse d’air 
dont il est environné, et produire dans les parties qui la composent 
un flux et reflux que nous appelions du vent. Ce problème, du même 
genre que le précédent, 11e mérite pas moins d’intéresser les Géomè- 
tres. 

(14). La parallaxe, dont nous allons donner une idée, est aussi 
sujette à beaucoup de variations. Si on observoit au centre de la terre, 
les mêmes phénomènes seroient vus différemment qu’on ne les voit 
à la surface : c’est celte différence qu’on appelle la parallaxe du phé- 
nomène. Concevons par le lieu du spectateur un plan qui touche la 
terre au point A (fig. III), et dans ce plan une ligne méridienne NS 
qui va du nord au sud. Que l’astre observé soit en P; et de ce point 
abaissons une perpendiculaire PM sur le plan précédent qui est Y ho- 
rizon de l’observateur. Les angles MAP, MAN seront, l’un la hauteur 
observée, l’autre l 'azimut observé. Concevons parle centre de la terre 
un plan parallèle à NSM que PM rencontre en m , et dans lequel on 
tirera «Crparallelc à NAS ; les angles mCP, nCm seront, l’un la hau- 
teur vraie, l’autre Y azimut vrai. Maintenant si du point Aon abaisse 
AK perpendiculaire sur ns, et qu’on tire Km qui sera égal à AM; 
les deux angles NAM , «Km seront égaux , et C«rK sera la parallaxe 
d’azimut. Dans l’hypothese de la terre sphérique, les points K et C 
se confondraient et l’angle CmK serait nul. Quant à la parallaxe de 
hauteur, elle est égale à la différence des deux angles PAM , PCm. Si 
le plan nsm étoit celui de l’ équateur , et nCs une droite qui passe 
par le centre de la terre et parle premier point d 'aries, l’angle nCm 
seroit V ascension droite vraie, et l’angle PCm la déclinaison vraie de 
l’astre. De plus NS étant parallèle à ns et le plan NSM au plan nsm, 
l’angle NAM serait Y ascension droite observée, et l’angle PAM la dé- 
clinaison observée. Ainsi CmK seroit la parallaxe d’ascension droite ; 
et la différence des deux angles PCm, PAM, la parallaxe de décli- 
naison. On représenterait de la môme maniéré les parallaxes de ion- 

S itude, de latitude, etc.Toutes dépendent de la distance de l’astre et 
e la figure de la terre, et se ressentent par conséquent des altérations 
que ces quantités peuvent éprouver. 

La cause de ces variations, dues à l’action réciproque des corps qui 
composent notre système planétaire, est l’objet de l'Astronomie physi- 
que. Nous nous proposons d’exposer dans cet ouvrage les connoissanccs 
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de méchanique et de calcul qui sont les fondements de cette science. 
Nous ne ferons pas un grand nombre d’applications; mais nous les 
choisirons de maniéré que chacun puisse ensuite appliquer ces prin- 
cipes généraux à la théorie de chaque planete en particulier. 

( ij). Nous placerons ici, sans les démontrer, quelques formules 
de Trigonométrie dont nous ferons un usage fréquent dans la suite. 
Soient /> et q deux arcs quelconques dont p est le plus grand, et ir 
la circonférence qui a l’unité pour rayon; on a 

sin. (p -+■ q) = sin .p cos.q •+• cos .p sin. 17, 
cos .(p -+- q) = cos ./> cos.q — sin. sin. <7, 
sin. (p — q) =5 sin.yj cos. q — cos .p sin. <7, 
cos.(/> — q) = cos .p cos. q -+- sin./» sin. q, 
a sin. p cos.q = sin. (/»-+- q) -+- sin. (/» — q), 
a cos p cos.q — cos .(p -+- q) -f- cos .(p — q), 
a cos .p sin. q — sin. {p -t - q — sin.(/» — q ), 
asin./> sin. q = — cos.(/»-t- q) -t- cos.(/» — q)\ 

et pour un arc quelconque p, 

sin.^ p) = — sin .p, cos.Q- -+- p) = — cos.p, 

sin. (-j — p) = sin./», cos.(j — p) = — cos .p-, 

a si n.p' = 1 — cos.2/>, 

4 sin./» 1 = 3 sin./> — sin. 3 /», 

8 sin ./» 4 = 3 — 4 cos. a p -t- cos. 4 p , 
lé sin ./» 5 = îo sin./» — 5 sin. 3 /» -+- sin. 5 /», 

Sasin./» 6 =10 — i 5 cos.a p -+- 6 cos. 4 p — co s. 6 p, 
etc. 


a cos.p ’ = 1 -t- cos. 2 p, ** 

4 cos.p 1 = 3 cos .p -t- cos. 3 p, 

8 cos ./»• = 3 -h 4 cos. 2 p -t- cos. 4/>, 

16 cos./» 5 = 10 cos.p -+■ 5 cos. 3 p -+- cos. 5 /», 

32 cos./> < = 10 -+- i 5 cos.a p -+- 6cos.4/> -f- cos . 6 p, 
etc. 

Enfin lorsque q est une quantité très petite, on peut prendre 

q) = sin./» ± qcos.p — - sin./» zp ^ cos./» -4- etc. 
q) = cos.p qr 7 sin./» — £ cos./» dr dl sin./» -t- etc. 

Bij 


sin. (p db 
cos.(/> d: 


« 
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(16). Ces formules, excepté les deux dernieres, se trouvent dans 
presque tous les éléments : quant à celles-ci, on pourra aisément 
les déduire du théorème de Taylor (*) (C. I, p. 121), qu’on peut 
énoncer de la maniéré suivante. Pour développer une fonction V de 
plusieurs quantités t , u, x,jy, etc. dans une suite ordonnée par rap- 
port aux puissances de l'une d’elles, de t , par exemple , si on désigne 
par U la valeur de V qui répond à t = o, et par U , U", U"', etc. ce 

que deviennent ^7 , etc. c’est-à-dire les différentielles suc- 

cessives de V prises par rapport à / et divisées par de, de % dt \ etc. 
lorsqu’on fait 1 = 0 et V = U ; on aura 

V = U + /U’+f 1 U" -t- - 4 -, U'" -t- etc. 

1 • a i.a. j 


Pour développer la même fonction dans une suite ordonnée par rap- 
port aux puissances de t et de u, on fera usage d’un autre théorème 
tpie voici. Soit U la valeur de V qui répond àf = oct« = o; dé- 
signons aussi par 


U'i, U'2, U"!, U"2, U" 3 , U"'), U m 2, etc. 

, . . rfV </V rf-v </*V ,l’V rf’V rf’V 

ce que deviennent , -577 , j^.etc. 


Lorsqu’on fait 1 = o, u — o, et V = U; ou aura (C. I, p. 169), 
V = U -t- /U'i -t- 4 ; U' r i -t- jdLj U'"i -f- etc. 

- 4 - u U'2 -t- — aU"2 -t- —, 3U'”2 

1 . a 1. a 3 


U "3 


^ i.a.J 

- 4 i U'"4. 

i.a.i n 


3 U '"3 

1 u» t 


Il eût été aussi facile de la développer dans une suite ordonnée par 
rapport aux puissances de trois, de quatre, etc. des quantités qu’elle 
renferme. 

(17). M. Euler, dans sa belle piece sur les inégalités du mouvement 
de Saturne et de Jupiter, couronnée par l’académie en 1 748, a besoin 
de développer (1 — t cos -u) — m en une série de cette forme. 

A -1- Ai cos.u -t- A2 cos. 2 u —t— A 3 cos. 3 u -t- A4 cos- 4 « -t- etc. 


(* ) C. I, p. 121. Nous renvoyons de ccttc maniéré aux leçons du calcul 
différentiel et de calcul intégral que nous avons publiées en 1777. 
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J’ai exposé (C. I, p. i 3 a) la méthode par laquelle il parvient aux ex- 
pressions suivantes : 


A— i -+-m 


m -4- i t * , 

— H m • 

a a 

m -f- a 


+ a m-f 3 3 t * 

ïT 


At = m((i 

5i 4 m 

T 


i 

m » 


i 

•» -f- 4 

5 


4 

» 4- 5 


■ m 


5 «‘ , 

Té - -+- etc. 


-4- * 3 <* 

~3 4 ~ 


! + ) m -4- 3 m -4- 4 m -f- 5 m -4- 6 3 ) 


tn -f- 3 w *4* 4 

“T” * ~sr 


m -4- 6 3$/* . 

, amfA — jAi AO {«+ i)«Ai — 4A* a» (m + j)»A« — SAî , 

Aa = A3 = — ^rijT — » A 4 = — (^j 7 — - etc - 


Soit t = p - f- / <7, / étant un coefficient très petit; on demande d’or- 
donner les suites A, Ai, etc. relativement aux puissances de i. On 
aura 

A = a -t- m • i H- -7 («çj'-t- etc. Ai = A - 4 - Ai •19-4- ^ (iy J ) -t- etc. 


où a, ai, an , etc. b, b 1, 

\ ib. — 


Ù2 , etc. désignent ce que deviennent 
, etc. lorsqu’on fait t = p . 


Or la différentielle de (1 — £ cos.u)— m , prise par rapport à £, ou 


m cos. a ( 1 — £ cos. u) 


JA 

dt 


J Al 
</< 


cos. z/ - 


d A a 


cos. 2 /i- 4 -etc. 


C’est pourquoi, si on multiplie de part et d’autre par 1 — t cos.u, 
on aura m cos.u (1 — £ cos.u) — m , ou 


m cos.u (A -+- Ai cos.u -t- Aa cos.au -+- etc.) = (1 — £ cos.u) 
Vâ7 _+ ' 17 cos -“ -+- ïT cos.au -1- etc.) 

On fera usage d’une des formules du n”i 5 pour substituer des cosinus 
d’angles multiples aux produits de cosinus, et l’équation précédente 
deviendra 




dk\ 


t — i s. 

1 dt 3 ~ 7 T ) 


( fn . m a o d As f d A 1 . 1 </A3\ , 

7 Ai -I- 7 A 3 37- -t- 7 -37- •+■— -jp J cos.au-t-etc.=o. 


On tirera de celle-ci 


d\ * d Al 

2 £/i 


7 Ai = o, 
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dkl 

t 

dkx 


dk 

m 

17 

a 

17 

t 

17 

a 

d\x 

t 

</A3 

t 

dkl 

m 

17 

• T 

“37 

a 

de 

a 

d A3 

* 

d\\ 

r 

dkx 

m 

dt 

a 

dt 

a 

dt 

a 


PHYSIQUE. 

Aa — ni A = o, 


A 3 — - Ai = o, 

a 1 

A4 — " Aa = o, 


etc. 




(,8). DcAa=î=^7^i,on tire £ : 

a A» 

(m — a)4*‘ 


a m dk 
m — x dt 


a rfAi 
{m — x) t dt 


Ces valeurs étant substituées dans la seconde des équations précé- 
dentes, elle devient 


dk\ ^ , *tk Ai 

-JT— 2f - 37 -*- T 


a ni A = o ; 


avec celle-ci et la première des mêmes équations, on trouve 

d K _ xml A -4- ( m — l ) Al d Ai xmt A (mt 1 — 1 ) Al 

TT a(i — i*) ’ </r 1(1 — <*) * 

11 sera facile d’en tirer les valeurs de etc. etc. et mettant p 
pour t, celle de a, ai, aa, etc. b, b 1 , êa, etc. A cause de A 3 = 

(m -+• i)/Ai — 4Aa d A3 ___ m - 4 - i «/Ai 4 </,\a t 4 A a 

(«1 — 3)1 * dt m — S dt (//» — 3) x </{ (« — * 

la troisième équation du n° précédent donnera 

d Ai îm/A + (m — 1 ) A 1 aA 1 

dt ' 1 — 1* ' I * 


On trouvera de la même maniéré 

Xmtk 


(m — O Al , va 3 A 3 

— r-H (m — a) Aa r , 


J A3 
dt 

q = »»»* + (»-.)*■ _ a) r Aa -+- (17? — 3 ) A 3 — i£, 

etc. C’est pourquoi si l’on suppose 

Aa = e -t- ei • iÿ ^ O'?)’ *+" etc. 

A 3 — / + /i *i^ + ^ (19)* - 4 - etc. 

A 4 = g -+- gi • iq -+- 7 ('7)’ -+- etc. 

A 5 = A -+- Ai • -1- ^ (17)* •+* etc. 

etc. il sera bien facile de déterminer e, ei, etc. y, /i , etc. etc. 
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(19). Lorsque m = -i, 


a — 1 -+- 


3.5 , 

-4 P 
5.7 


i - s - 7-9 , 

4 4.8.8 P 


3.5.7.ç.ii i3 s 
4.4. Ü.tl. 7 TT ta P 
5.7.9.ll.l3.l5 4 


>5 

■ etc. 
etc.) 


*=f Pl' + ÏÏP'+’mZp' + mïïfïaP 

t = *J- 6 a, $f=y — 5 b, 5 g = '-y — 7 e, yh— '-y- — yf, etc. 

gl = Mllp‘ — ^ — 7 — j,hx =2aip' — 2 : — 1&. — & — 
etc. etc. 


Lorsque m = — , 


5, 7 . 9 . n ■ i3. i5 4 

4 .4.8.8.l2.ia P 


etc. 


7.9.11.13.15.17 g , . . 

4.8. P -+-Ctc.) 


5.7 . , 5.7.O.II 4 

« = 1 + 71 P 4 ~ 4 . ' à ~ 8 A» 

b = -7 P T 1 * P ■+■ 4 . 2 . ». n P -+ 

« = — 7 -+- 1 o fl ./= j— 7 b ^S = y — 9 e > 5 h == 1 1/, etc. 

gl = 201/?’-+-^ — -J — y, /‘I = 2<21/> , -‘-^‘ — ^ — 3? 

etc. etc. 


5/. 

7 ’ 


(20). L’équation x = u -+- /X , où X est une fonction de x, étant 

Ï >roposée, on demande de trouver la valeur de x, et même d’une 
onction donnée de x, en u et /, par une suite ordonnée relativement 
aux puissances de c. Soit s cette fonction de x dont il s’agit de trouver 
la valeur; en nommant S la valeur de s qui répond à t = o, et Si , 

S2, etc. ce que deviennent etc. lorsqu’on fait t= o et f — S, 

on aura, (n*i6), 

s = S -t- /Si —h -- S 2 -t— t S 3 -t— ■ . S 4 “t - etc. 

Cela posé , je prendrai l’équation plus générale x = <f : (u -t- /X) 
qui, étant différentiée deux lois en faisant varier successivement u 
etf, donne (C.I. p. 295) 

tL = ( l •+• 1 77 7 ;) ^ : (“ ■+• ,X >» 

37 = (X-t-/^^)0':(u^-rX) i 


> 
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et, en éliminant la fonction arbitraire, l’équation aux différences 
partielles, 

dx v d X if • dt d « d r dt d» dx yx 

= X Mais Tl =^-T^ Donc 


dl 


que 


dx 


= X 


du 

d s 
dl 
dX 
du' 


(1) = X On démontrera de la môme maniéré 


En difiërcntiant l’équation ( t ) par rapport à t, on a = X -^ t 


^ et mettant pour jjjj , ^ leurs valeurs X jjj 

X S . il vient t ^X^ + sX^i- Donc 


dX 

d u d h 


(a) 


e/* i 

5T 7 


d.X’ÿ- 

du 


Je continue de diflërentier, et je trouve 


<!'• v» 

di' — x 

-t-aX 


V d\ d'i . dX dX di , v d'X dl 
H” 2 A —r - 2 — 3— -4- 2 A -, -r— 

dl du* dl du an dndi au 


M-'is^ = X 


//*< . _ v dX d's 

du’Jt 

dX d's 
du du Ut * 
d't dX ds 


dt d' t y tT*t x rf\ 

du * 1 du i/m’ du'dl 2 du* ^ i/h e/h * 


r/X #/•.« 


e/X Y dX d'X Y d'X 

#77 d u ’ dû J t 


</ 11 


;7 = x ’£î + «-;^. 


e/X #/’/ 


« (£)' è sx- 


#/*X #/t 
</«* (f «’ 


#/’X dt 


du » 


eTj 

#/<• 


et par conséquent 

(3) 

Il ne sera pas plus difficile de parvenir à l’équation 

(4) * * • • 


— 
dt * 


d\ X 5 £ 

du 


d\ X* 

du 


et ainsi de suite. C’est pourquoi, si nous nommons ai , .12, s3,.r4i etc. 


j, 

ce que deviennent X jX , 


X 1 4 1 r/ 5 -X*4 i 

il h «f#j 


-, etc. 


e/h 7 du du * du* 

lorsqu’on fait t = o et j = S ; à cause des équations ( 1 ) , (2) , 

( 3 ), 
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( 3 ), (4), etc. on aura Si = si, Sa = .ta, S 3 = s 3 , S4 = *4, clc. 
et par conséquent 

j=s+!;i+^jj + rü i3 + ~'i:4 J '< -+- clc - 

pour la valeur de s tirée de l’équation .r = <p ; (u /X). 

(21) . Ce beau théorème de M. de la Grange nous offre un moyen 
bien expéditif de résoudre toutes les questions relatives au problème 
du retour des suites. Si , par exemple , on demandoit de tirer de 
l’équation x — u t (a sui.mx -t- b sin.ua: -t- etc.) la valeur de x 
par une suite ordonnée relativement aux puissances de t ; on ferait 
X = a sin.m.r -+- h sin.ua: -t- etc. s = x. Lorsque t = o, 

d x / t/ s \ v . , , 

x — u -> ~ \ — ~iïr) — l >*- = a sin .mu -+- b siii .mi -t- etc. 

donc S = u, et 

si = a si a. mu -t- b sin .nu -+- etc. 

J2 = 2 (a sin. mtr -+- b sin./i u -4- etc.) (ma cos. mu -t- nb cos . nu ‘ 
-t- etc.) = ma’ sin. 2 mu -h (m -+- n) ab sin .(m -t- n) u 

— (/n — n) ab sin.(m — n) u- 1- nb 1 sin. an u -t- etc. 

•*3 = 2*3 (a sin. mu -t- b sin . nu •+■ etg.) (ma cos . m u -t- nb 
cos .nu -1- etc.)' < — 3 (a sin. mic+ b sin. nu -1- etc.)’ 

(m’a sin.m u -t- n'b sin.uu ■+■ etc.)= — -t- b') 

sin. mu — a') sin. nu -t- 3 ~ - - sin. 3 mu 

, 3. 3/»* A* • n 3h'4 / , . 

j sin.ouu H — (2 m -t- u) 1 sur. (2m -t- u) u 

— ~T ( ' 2,n — n )’ *in.(am — n) u - 1 - ^ (a n -t- m)’ 

sin. (2/1 -+- m) u — (2/1 — m)* sin.(2« — m) u -+- etc. 

etc. Il ne reste plus qu’à substituer ces valeurs dans 

x = u -t- t si -±- i 2 _j_ _i_ ^3 _ 4 _ e t c . 

(22) . Soit une suite d ordonnées également distantes A, Ai, Aa 7 
A 3 , A4, etc. et une ordonnée Y de cette même suite qui est à une 
distance x de la première ; si l’on fait Ai — A = B, A2 — 2 Ai -+- 
A = C, A 3 — 3A2 -t- 3 Ai — A = D, A4 — 4 A 3 -+- 6A2 — 

4 Ai -t- A = E, etc. on aura 

Y= A -+-Bx-t-Cx . ^-f-Dx • ^ ^ -t- £j; .î=i . . Ï=L+. etc .- 

a j c a i 4 

C est le théorème de Taylor présenté d’urA autre maniéré. Si on 

C 
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vouloit que ces ordonnées ne fussent pas également distantes , On 

nommerait a, b, c, d, e x leurs distances à un point fixe ; on 

ferait ensuite 

B, = Bi, â^=Ba,^i^=B3,etc. 

^ = C, ^ = C., = Ca, etc. 

^£=D,^ = D,,etc. 

D '~ - g = E, etc. 
etc. 


On tirerait de la première Ai = A -+- B {b — fl), de la seconde 
Aa = A -t- B (C — a) -+- C (c — a) (c — b), de la troisième 
A3 = A + B (if — a) -t- C (d — fl) (d — A)-+-D (d — a) 
b) (rf — c), etc. d’où l’on conclurait facilement qu’en nom- 
mant Y l’ordonnée dont la distance au point fixe serait x, on aurait 

Y = A -t- B (x — a) -t- C (x — a) (x — b) -4-D (x— a) (x — b) 
(x — c) -4- E (x — a) (x — b) (x — c) (x — d) -t- etc. 

Cette formule renfermera méthode d’interpolations la plus en usage 
parmi les astronomes.© 



F 
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Du mouvement progressif d’un corps sollicité par des 
forces quelconques. 


(* 3 ). Nous avons démontré (C. I. p. 70) que si une molécule 
de matière, dont la niasse est ni, animée par une force <p, a parcouru 
l’espace c dans le temps /, on doit avoir, en regardant de comme 

constant, <p = , le signe -+- étant pour le cas où le mouve I 

ment est accéléré, et le signe — pour le cas où il est retardé; et si u 
est la vitesse qu’avoit la molécule à la fin du temps e, on aura de plus 

u — éjL et par conséquent 2 <pde = rt rnudu. Les calculs précé- 
dents ont été faits dans la supposition de la courbe rigoureuse ; si on 
vouloit calculer dans la supposition de la courbe polygone , on se 

contenterait de prendre <p = zfc ■ Maintenant, pour comparer 

cette force accélératrice, ou retardatrice, avec la gravité que nous 
nommerons p ; soit 8 le temps qu’un corps pesant mettrait a tomber 

de la hauteur p, on fera cette proportion I ^ • ; p ; p — 

± . D’où il suit qu’en désignant par m le poids de la molé- 

cule, ou le produit de sa masse par la gravité , par g la hauteur dont 
la gravité feroit descendre un corps dans un certain temps pris pour 
l’unité, on pourra substituer à la formule trouvée plus haut celle-ci 

<p == zfc “Ll . Ces formules ne suffisent pas pour mettre en équa- 
tions les problèmes relatifs aux différents mouvements qu’un corps 
peut prendre en vertu des forces qui l'animent ; il faut les joindre à 
quelqueautre principe de méchamque : tel est celui-ci : Si un nombre 
quelconque de forces agissent sur une molécule de inatiere, on peut 
toujours les réduire à trois dont les directions soient parallèles cha- 
cune à chacun des trois axes (Jtg. J y) AB , AC , Al), perpendicu- 
laires entre eux ; c’est-à-dire que ces trois axes, qui se croisent au 
point A, sont situés deux à deux dans des plans différents, et font 
des angles droits BAD , BAC, CAD. 

Cij 
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(24). Nous supposerons cpic lotîtes les parties du corps dont nous 
voulons ronnoîlre le mouvement progressif, sont réunies à son centre 
de gravité; et pour déterminer la position de ce centre dans l’es- 
pace, nous prendrons un plan fixe, et dans ce plan deux axes AU, 
AD, perpendiculaires entre eux; nous abaisserons du centre de gra- 
vité, rpie nous imaginerons être en Z, une perpendiculaire ZM sur 
le plan donné de position , et du point M nous tirerons MP perpen- 
diculaire sur l’axe AD. Ainsi la position du centre de gravité du corps 
dans 1 espace, sera déterminée par les trois co-ordonnées AP (a'), . 
PM (y ) , MZ (:), parallèles aux trois axes AD, AU, AC. Or nous ve- 
nons de voir que, quels que soient le nombre et les directions des forces 
qui agissent sur le corps , on pourra toujours les réduire à trois paral- 
lèles aux trois axes: c’est pourquoi si nous nommons P celle qui est 

I iarallele à AD, Q celle qui est parallèle à AU, R celle qui est paral- 
ele à AC , et si nous supposons qu’elles tendent il augmenter les trois 
co-ordonnées .r, y, z, nous aurons, en prenant l’éléiucnt dt du temps 
pour constant, les trois équations 

(1) d‘x = P dt’, (2) d 2 y= Qdt% ( 3 ) d’z — Rdt\ 

( 25 ). Mais au lieu des deux forces P et Q , concevons-en deux au- 
tres V et W, dont l'une agisse dans la direction de MA , et l’antre 
perpendiculairement il celle direction ; et nommons le rayon vecteur 
AM,r, l’angle qu’il fait avec l'axe AD, ?. Or le rayon ries tables étant 
1 , si sur MA l’on (pend MR pour représenter la force V, et que l’on 
tire RO parallèle à AD ; les lignes MO = V sin.?, OR = V cos.?, 
représenteront, l’une la partie de la force V qui agit dans la direction 
de MP, l’autre la partie de la même force qui agit dans la direction 
de PA. De même si sur la perpendiculaire à MA, l’on prend MT 
pour représenter la force W, et que l’on tire TS parallèle à AD ; on 
aura, en remarquant que TMS = MAP, et MTS = AMP, les ligues 
MS = W cos. ?, ST = W sin. <p , qui représenteront, l’une la partie 
de la force W qui agit dans la direction de PM, l’autre la partie de 
la même force qui agit dans la direction de PA. Donc les forces qui 
agissent dans la direction de MP sont V sin.? — W cos.? , qnc nous 
ferons = — Q, puisque Q est supposé agir dans la direction de PM ; 
et les forces qui agissent dans la drreclion de PA sont V cos.? -4- W 
sin.? , que nous ferons = — P, puisque P est supposé agir dans la 
direction de AP. Nous aurons donc, en substituant à P et Q leurs va- 
leurs dans les équations (1) et (2) , 

d\ x — — (V cos.?-»-Wsin.?) di\ dy = — (Vsin.? — Wcos.?)r/P. 
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On multipliera la première par cos.?, et la seconde par sin.?, puis 
on les ajoutera ensemble; ce qui donnera 

d'x cos. ? -t- d'y sin.? = — Xdt 

On multipliera la première par sin. ?, et la seconde par cos.?; on 
retranchera ensuite la seconde de la première , et on aura 

d'x sin. ip — d'y cos.? = W dt‘. 

( 26). Le triangle rectangle APM donne x = r cos. ?, j r sin. ?; 
et par conséquent 

dx — dr cos.? — rr/? sin.?, dy = dr sin.? -t- rr/? cos.?, 
d'x = d'r cos.? — idrdp sin.? — rr/?’ cos.? — rr/'? sin.?, 
d'y = d'r sin.? idrdtp cos.? — rr/? 1 sin.? -+- rr/ 1 ? cos.?. 

On tire de là 

d'x cos.? -+- d'y sin.? = d'r — rr/?’, 
d'x sin.? — d'y cos.? = — 2r/rr/? — rr/’?. 

En substituant ces valeurs dans les deux dernieres équations du 
n° précédent , on les change en celles-ci: 

(4) d'r — rr/?’ -t- Xdt' = o, 

(5) rr/'? -+- idrdp — W dt' = o. 

(27). Ayant tiré la droite AZ, on aura le triangle rectangle AMZ 
qui donnera 1 ! tang.MAZ . ! AM . MZ; ou, faisant tang.MAZ =:f, 
s = rs. Donc , à cause de 

dz = sdr -t- rds , d'z = sd'r -+- zdrds -t- rd's, 


l’équation (3) deviendra 

( 6 ) d's + '-±± 


sefr 



(28). L’équation (5) pourra être changée en celle-ci r 1 — -+- 
2rdr j. —Wrdt, qui a pour intégrale complété r' — = c -+- 
JXVrdt , c étant une constante arbitraire; on aura donc 


(7) 


d* e -+■ f\\ rdt 

dt r* 


On mettra cette valeur de — dans J'équation (4) , qui deviendra par-là 
(8) £ - (c + -4- V = o. 


9.3 ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

De plus, si dans l’équation (6) on inet pour Çf, sa valeur tirée de 
l’équation précédente, on aura 


(9) 


d's 

7 T* 


ïdrdt t t(c PN rtfi)* -f- R 

Tir 7* r 


O. 


(29). Si l’on croyoit plus commode d’éliminer dt, on s'y prendroit 
de la maniéré suivante. On inettroit l’équation (5) sous celte forme 

d(r' dq>) — W rdt' = o , laquelle étant multipliée par , et en- 
suite intégrée, donnerait Q-jt) — 2 _/"W r 1 dq> = A*, h étant la 
constante arbitraire ; on aurait donc 

(*°) dt = ^ /( . + j 


L’équation (4), en y faisant varier dt, devient (C. I. p. 34) 


d*r dr d't 

dt • dt dt * 



-4- V= o. 


Mais actuellement on peut prendre pour constante toute autre diffé- 
rentielle-, nous prendrons dp, et dans celte hypothèse nous tirerons 

de l’équation (10), #, = - — ^ v>)j 1 et 

par conséquent 

£ = S + */wr*rf« - v-t.;,;,.,, . 


En substituant dans l’équation (4), où nous avons fait varier dt, pour 
die t ^ leurs valeurs , elle deviendra 


d* r 
r'd*' 


îdr' 

r'dp 


Vr* W r £ 

h • -f- a J W r‘ il p ~~~ 


(3o). On fera, pour simplifier, ÿ = u, d’où l'on tirera — — 

du, — t? ■+■ -yr- = </’«; et, au lieu de l’équation précédente, on 
aura celle-ci: 


d % u 

dp 


-4- u -4- 


w — Vu 

dt 

u 5 (A a -4- 2 JJ dp) 


o. 


Supposons ensuite que la force V soit composée d’une force Ku 1 , 
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inversement proportionnelle au quarré du rayon vecteur, et d’une 
autre force Ÿ; en sorte que 

W — Vu „ VV~— *u -+-^' f~d<p 

u J (A’ -4- 2 J ^ dtp) * u\ (A 1 -4- a J~r dp) ’ 

l'équation dont il s’agit sera réduite à 

00 ?T. "+* “ — T* ■+■ n — °- 

(3i). Ayant changé l’équation (6) en celle-ci 

d'i d t d*t t ïdrds ^ t/O \ 

JT' dl di * rrf(* r \rf<' </< rfl*/ f 

on y mettra pour dl et ^ leurs valeurs, et on aura 

</'/ a t/f' X 

rf#' r \«V f*/# 1 / 

ou , en substituant u à -i- , 


d. ri 

dp 

/.' -+- ijWr‘4, 




1 </*M 

U </#* 


W ^ — - 

t/» M 


O. 


“*(** ■+■ 2 /p- <0>) 

Cette équation deviendra, en y mettant pour Çf, sa valeur, 

00 £-w-HS). 


W £ — R — j(Ku>+ *) 


u 3 (A 1 H- 3 /£ dtp) 


■■o. 


(3s). Si de quelque manière on pouvoit changer Q et S en des 
fonctions de la seule variable p et de constantes, le problème ne dé- 
pendrait plus que d’intégrer deux équations linéaires. Soit donc pro- 
posé d’intégrer l’équation linéaire du second ordre ^ -+• m'y = X, 

où m 1 est un coefficient constant, et X une fonction de x et de cons- 
tantes. On aura (C. I. p. 210 ), 

y — a cos. mx -h b sin. mx -+- " n ” J fcos.mx -Xdx 
— f si n.mx-Xdx, 

« et A étant les constantes arbitraires. Si — X étoit égal à n -t- px 
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cos.p.v -+- q i cos.ÿX -+- etc. on anroit h intégrer des quantités de 
celle forme cos.P.r cos.Qx. </x, sin.P.r cos.Q.r.</x, qu’on changerait 

% I . cos (P -f- Q) • * -4- rrw/P — Q) x siti(P Q).r-f- mh/P — Qi.j . 

celles-ci ax % 

sin. ( P -+- Q). x 


Cil 


qui ont pour intégrales 3 + 


a (P — Q) 

s i„.(P _ Q) . X, - a . ( ,.‘ + Q) COS. (P -4- Q)..r — - v l 
cos .(l> — Q). .r. Ayant multiplié la première par sin.Px, on en 
ôteroit la seconde multipliée par cos.Px, et on trouverait 
(sin.P.r sin.( P -+- Q) . x -+- cos.P.r cos.(P + Q).r) + J s , ^ 

(sin.P.r sin. (P — Q) . x -f- cos.P.r cos. (P — Q) . x) = [rr^ir^p- 
Dans le cas que nous examinons, on aurait donc 

» • n p i ta\ p.r ot fnt,or 

y = a cos.mx -H b sin .mx : — ; — — — , — etc. 

ou, ce qui serait précisément la même chose, 


y =f cos.m.r -+- £ sin. ni x -+- (cos.wx — î) -f- . (cos . m r 

— cos.wx) -f- (cos. »ix — cos.Px) -+- etc. 

car, au lieu des deux arbitraires a et b, on pourrait prendre f •+■ 


»•—/>* 


etc. et — . 


(33). Je reprends les équations (i), (a), (3), desquelles je tire 


- Q*. 


Zfi'x Ttl* Z 


— Pz — Rx, 


— y d*z 


= Qz — II/; 


et en intégrant, après les avoir multipliées chacune par de, 

-~ Z = (M) /(P/ - Q*) dt, 

* ■ - - - / - * 1 = ( N ) /(Pz - R*) <*', 

= (O) /(Q* - Rj) dt. 


On en tirera facilement 

(i3) Mz — N/ -f- O.r = o. 

(34). Maintenant si l’on conçoit qu’il passe par le point A 
et par deux lieux du corps infiniment près, un plan ZAE qui coupe 

le 
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le plan BAD dans la droite AE, qui est la ligne des noeuds, et que du 
point M on abaisse MK. perpendiculaire sur AE, l'inclinaison du 
premier plan sur le second sera mesurée par l’angle ZKM que je 
nommerai y. .le nommerai aussi € l’angle DAE; et les triangles rec- 
tangles APU, MKU,KMZ, donneront 1 J U == x rang. S, et par consé- 
quent MU = y — x tang. S; MK. = y cos . 6 — x sin. 6 , et par 
conséquent 

(i 4 ) z = {y cos . 6 — x sin.ff) tang. y. 

On a aussi KM = r sin.(p — € ) , et par conséquent 
z = r sin. (<p — €) tang. y, ou 
(t5) s = sin.(p — €) tang. y. 

(35). L’équation (t4) est celle du plan ZAE; l’cquation (i3), en 
y supposant M, N, O constants, ou ayant entre eux des rapports 
constants, sera aussi celle de ce plan. Lorsque z = o, on tire de 

l’une et de l’autre ; donc sin. € = cos . € 

= — < r ^ rcrr Donc z = tan S->; et comme on a aussi 

z = N - j^ - ° - , il en résultera que M tang. y — y/fN 1 -+- O’). C’est 
pourquoi si l’on fait, pour simplifier, 

tang.^ sin . 6 = p, tang.^ cos. S = q, on aura M p = O, M q = N. 

(36). On tirera encore des équations du n* 33, 

( 16 ) M<fz — N dy -t- O dx = o, 

qui est la différentielle de l’équation (i3), en y supposant M, N, O 
constants , ou ayant entre eux des rapports constants. Mais quoique 
ces rapports ne soient pas constants, ils pourront être regardés comme 
tels pendant un temps infiniment petit; d’où il suit que le plan re- 
présenté par l’équation (i 3) est celui dans lequel le corps se mouvra 
pendant le temps dt. La position de ce plan changera à chaque ins- 
tant, et on aura pour la déterminer les deux équations M/> = O, 
Mÿ = N, qu’il faudra diflcrentier pour faire dtsparoîlre les signes 

d’intégration. On trouvera de cette manière ^~- = Qz — R/, 

= Pz — Rx, où il faut remarquer que M étant égale à r * T dt * — , 

ou à r -yp, peut être regardée comme étant déjà connue. Ainsi pour 

D 


•1 
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déterminer tant le mouvement des nœuds que la variation de l'incli- 
naison, on aura, outre l’équation (i 5 ), ces deux- ci 

(17) — V * 1 cos -9 — (R-+-a.(K.u a -t- *))sin.ç, 

( 18) Wrsin.ip — (R -t- ^(Kn 1 -t- ^) ) cos.?. 


(07). Nous nous proposerons d'abord ce problème. Déterminer 
le mouvement d’une planète autour du soleil, en ne supposant d’autre 
force que l’action réciproque de la planète et du soleil. On imaginera 
la planète en Z (ftc. Il'), le soleil en A, et que le plan BAD est celui 
de l’écliptique; alors l’angle MAZ , dont fa tangente esta, sera la 
latitude néhocen trique de la planete. Soit K la somme des masses du 
soleil et de la planete ; à cause de l’attraction mutuelle des deux as- 
tres, on aura ~ — pour la force qui pousse la planete vers le 

soleil; et on pourra regarder celui-ci comme immobile, puisque nous 
avons transporté à la planete en sens contraire la force qui agit sur 
lui. Or si sur ZA je prends ZII pour représenter la force totale, en 
tirant HI parallèle à AM , nous la décomposerons en deux autres , 

et 111 = — ttt » dont la première est égale à — R, 


ZI = 


(■ + *•>' 


puisque R est supposée agir dans la direction de MZ , et dont l’autre 
est égale àKu 1 -1- ÿ ; quant à la force W, elle est évidemment nulle. 
Donc il = p ( 1 — (i- 4 - a 1 ) - R -+- 1. (Ru 1 -1- i') = o; et 

les équations (10), (ti) et (12), dans ce cas particulier, seront ré- 
duites à 


(*) de = ^î, (Z.)- 

(c). 


tf* M . K / 3 c 

77 ‘ “ (‘ J ) 

</* S 


} 




A‘ 

O. 


( 38 ). On tirera de plus des équations (17) et (18), dp = o et 
dn = o, qui font voir que les angles € et y doivent être constants. 
Alors l’équation (16) satisfait à l’énuation (c); et il résulte de ces 
quatre dernières équations, que l'orbite est dans un plan invariable, 
et que le quotient de la tangente de la latitude liéliocentrique de la 
planete divisée par la tangente de l’inclinaison de son orbite sur 
l’écliptique, est égal au sinus de la différence entre la longitude lié— 
iiocentrique de la planete et celle du nœud. On mettra dans l’équa- 
tion ( b ) pour s sa valeur, et on aura 

7? -+* “ = (A) v [1 -+- (sin.OP — C) lang.*) 1 ] - '. 


Digitized by Google 


a 7 


CHAPITRE. IL 

équation linéaire qui a pour intégrale complété (n° 3 a) , 
u= a cos.(^ — €)-+-b sin.(p — É)-t-sin.(ip — S)/. Acos.(? — 

— cos.(<p — 6) / A sin.(<p — € • dtp. 

Mab /A co •.<♦-«)•**=£ • 

/a »m.(» -«)•<(»= 

De plus, au lieu de a cos.(<p — C) -t- è sin.(<p — €), on peut écrire 
m cos. (? — n), m et « étant deux.nouvelles constantes arbitraires ; 
donc 

* = m cos.(<p - n) + ‘ 


(39). Si nous avions pris pour plan donné de position celui de 
l’orbite même ; à cause de >, s, R, W, Ÿ, qui auraient été nuis , 
nous n'aurions eu d’autres équations que celles-ci: 

dl — —> “ = ÎF* 


où p est l’anomalie vraie de la planete , si AD est la ligne des absides. 
Or (C. I. p. 390) étant l’élément d’un secteur de l'orbite, la 
première équation nous apprend que les aires décrites par le rayon 
vecteur sont proportionnelles au temps ; ce qui est la première loi de 
Képler. Donc de, de 1 , étant deux arcs décrits dans les temps dt, de’, 
et p, p ', des perpendiculaires sur les tangentes à ces arcs abaissées du 
foyer, on aura al pde ; p'de' . Mais les vitesses avec lesquelles 

ces arcs ont été parcourus sont entre elles ; ; Ji’Jâ' e ^ es sont donc 
aussi \ \ p’ \ p. La seconde équation a pour intégrale complété 
u = m cos.(<p — n) + jr, 


3 ui est l’équation d’une section conique en général, et démontre la 
euxieme loi de Képler. Cette section conique ne pouvant être qu’une 
ellipse : soit a le demi -grand axe de cette ellipse, ae son excentri- 
cité , on aura u — ' “ViT— ' 'é-~ ° < l u '^ faudra comparer à la précé- 
dente ; ce qui donnera , m = . Donc, à cause 

de h == \/aK. y/( 1 — e*), on aura 

dt ( = 4Ç) = ïg , , 

(40). Pour intégrer le second membre, on supposera 

D ij * 


a8 'ASTROWOMU fHYSIQU*. 

A <in.(« — n) « r £* 

[i — - « toi.( • — n) J* t — e iu*.(* — n) — e co»<(» «— • n ) 9 

et on trouvera A = cB, B = — — 

1 i — e* 

On fera ensuite cos.(? — n) = , 

P ouravoir ■ 

1 1 — s P » 

dont l’ intégrale est -r — — - A tant». < '„ +r) !, . 

O y/(,—e‘) D ^<1— •*) 


Partant t = N -t- 

v K 


[- . y'Q — O 

L«— •+(« + »)>* 


• A tang. 


v'i.-.-J- 


Nous trouverons le temps que la planète met à revenir au môme 
point, en cherchant ce dont augmente t lorsque p croît de 36 oVSoit 0 
cette quantité, et p'ce que devient p. Comme cos.(p — n) ne doit 
pas changer de valeur, on aura p' = p; de plus p = tang. * ~J-” - ; 
ainsi lorsque <p croît de 36 o°, l'arc qui a pour tangente ne 

peut croître que de 180*; donc 0 = 36 o°. C’est pourquoi , si 

nous prenons deux planètes, et que nous nommions 0' le temps d’une 
révolution entière de la seconde, a', K', les quantités correspondantes 

à a, K, nous aurons 0 ; 6’ ; ; En négligeant les masses 

des planètes auprès de celles du soleil, nous aurons G 3 1 0' 3 ! ! a y \ a' 3 ; 
c'est-à-dire que les quarrés des temps des révolutions sont comme 
les cubes des moyennes distances ; ce qui est la troisième loi de 
Képler. Dans la même hypothèse, de, de 1 , étant des arcs de deux 
orbites décrits dans les temps dt, dt\ et p, p\ des perpendicu- 
laires sur les tangentes à ces arcs abaissées du foyer commun , on a 
dt dt f \ I 1 1 \ pfp \ ^~r , en nommant tt et ir’ les para- 

métrés principaux des deux courbes. Donc les vitesses de deux pla- 
nètes , dans des points quelconques de leurs orbites , sont entre elles 
en raison composée de la raison directe sous-doublée des paramètres 
principaux , et de la raison inverse des perpendiculaires abaissées du 
loyer commuasur les tangentes à ces points. 

(4i ). Je ferai n nulle , et, pour avoir le temps que la planete met à 
aller d’une abside à l’autre, je déterminerai t de maniéré qu’il soit 
nul lorsque î> — o , et qu’il ait sa valeur complété lorsque <p = i8o°. 
Dans le premier cas p = o , donc N = o ; p devient infini dans le 

second cas , et le temps demandé a pour expression i8o°. Donc 
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T étant le rapport de la circonférence au rayon , sera le temps 

de toute la révolution de la planete. Si l’on fait cette proportion 
! t ! ! la circonférence du cercle décrit sur le grand axe de 

l’ellipse est à un quatrième ternie aT, a T sera l’anomalie moyenne 
de la planete dont <p est l’anomalie vraie ; et on aura entre ces deux 

quantités l’équation d T = ( ( , • 

(42) . On a compté l’anomalie vraie DAM (fig. V) de l’abside 
supérieure, ou de l’aphélie. Maintenant si l’on rnene l’ordonnée PM 
qui rencontre en N la circonférence décrite sur le grand axe BD, et 
que du centre C on tire CN, l’angle DCN (fl) sera Yanomalie de l'ex- 
centrique. Mais en supposant que cet angle ait pour rayon l’unité, l'arc 
DN = n 8, CP = a cos. 6, l’N = a sin.fl, PM = a sin.ô y/(i — e 3 ); 

donc sect. DAN = scct. DCN -4- triang. ACN = ^ -t- ” 

Par ce qui précédé sect.DAN = ; on aura donc, 

entre l’anomalie moyenne et celle de l’excentrique, l’équation T= 9 
-f- e sin.fl. De plus AM = a \/[ (e -t- cos. 0 )’- 4 - (1 — e 2 ) sin.fl’] ; 
d’où l’on tire , en mettant 1 — cos. fl’ pour sin. fl*, -L = x -f- c cos. fl. 
Enfin, à cause de t = T, on a dt — ( 1 -h e cos. fl) d 9 ; 

donc dtp = v/aK \/( 1 — c’) = • Il ne s’agit plus 

que de trouver , au moyen de ces équations , fl , <p , et R en T. 

( 43 ) . La formule du n° 20 donne tout d’un coup 


) = T — e sin.T-4- 


«• d. sin. T* 


</\iin.T> 


<•* rf’.iin.T* 
i.a. 3 . 4 rfT* 


■ etc. 


l.a dT 1.2.3 d T- 

ou, mettant poursin.T’, sin. T 3 , etc. leurs valeurs (ri* i 5 ), 

0 = T — e sin.T -t- s in.2T -t- ^ (sin.T — 3 sin. 3 T) — ~ 

(sin. 2T — 2 SÛ1.4T ) — - ' ^ ]6 (2 sin .T — 8 x sin. 3 T H- 1 a 5 sin .5 T) 

-+- 3 - Ç - (5 sin.aT — 64 sin.4T -t- 8isin.6T)-t- etc. 

Pour trouver 1 -t- e cos. 6, fl étant toujours donné par l’équation T = 
6 -t- e sin. 8 , on fera dans la môme formule 3 = cos. fl, et on en tirera 


cos. 


= cos.T -4- e sin.T’ — 



d 2 . lin. T* 

d r* 


d . lin. T* 

ÏT 


r’ d\ lin.T* 

1.2.3 TF 


etc. 
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et par conséquent 

1 -4- e cos. fl = 1 -+■ e cos.T H — — ( i — cos.aT) — ^ (cos.T 
— cos. 3 T) -+- (cos. aT — cos. 4 T) — ( îo cos.T — 

i 35 cos. 3 T- 4 - ia 5 cos. 5 T) -f- etc. 


/ 


(44). On propose encore de trouver dans la même hypothèse 
T+TÜ.'T - On fera , pour abréger , î — e’ = et , à cause de 


* . 1 — f CO * * 
i + e eut.) * — •* tü».r 


i — r coi.f 


«' sin.l* coi • 


e* sin.f * 


e'iin.Jt* 
e'iin I* coi ® . 

z etc. 


ecot t 

f 


c * lin. •* 

~~T* 


et de a y# fl sin. 8* =0 — — - ,8 fdü sin. fl* =36 — 2 sin.a 8 


lia. 4> 


, etc. on aura 


/ 


— q r = (a fl — sin. 2 fl) -4- -^—x ( 3 sin. fl 

— sin. 38 ) H- (ia fl — 8 sin. 2 fl -t- sin. 4 fl) — 5-7?/ (10 sin. 8 

— 5 sin. 3 fl - 4 - sin. 5 8) — etc. 

On mettra dans cette série pour fl , sin. fl, sin. 28, etc. leurs valeurs en 
e et T. Or nous avons trouvé celle de 6; pour trouver les autres , on 

fera s = sin. n fl , et, à cause de ^ ^ cos . n ®t qui devient n cos.nT 

lorsque e = o , on aura ( n” ao) 

. ^ . . m • f-p. m ne 9 é. iin.T* co*. «T 

sin. n 0 = sin. nT — ne sin. I cos. n I -■ 


i.a.3 


</*. iin.T* coi./i T 

TP 


ne* 
I . a 


dl 


etc. 


d'où Ton tirera , par les substitutions convenables tirées du n* i 5 , 


sin.nfl = sin.nT — [sin. (n -t- 1) • T — sin.(n — 1) *T] — 
[an sin.nT — (n — 2) sin.(n — a)«T — (n- 4 - a) sin.(n- 4 - a)-Tj 
-4- 7-y-g [3 (n-4-1) 1 sin.(n - 4 - 1) - T — 3 (n — i)’ sin.(n — i)-T 
— (n-+- 3 )’sin.(n- 4 - 3 )-T- 4 -(/i — 3 )’sin.(n — 3 ) T] -H— 3^ g 
[6n 3 sin.nT — 4 (n-t- 2) 3 sin. (n-4- 2) -T — 4 (n — a) 3 sin.(n — a)-T 
-+- (n -4- 4 ) 5 sin. (n -4- 4 ) • T-4- (n — 4 ) 3 sin. ( n — 4 ) • T ] — 

[ 10 (n -4- 1 ) 4 siu. (n -4- 1 ) ■ T — 10 (n — 1) 4 sin. (n — 1) T 
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— 5 (n -+• 3)* sin.fn -i- 3) .T -+- 5 (n — 3) 4 sin.(/j — 3) T -+- 
(« -h 5)* sin.(n -+- 5) .T — (n — 5)* sin.(« — 5) .T] — etc. 

On aura donc les valeurs de sin. 20, sin. 30, etc. qui étant substituées 
dans l’expression de / -g^rTTZTi tl0u vées plus haut, la changera en 
celle-ci : 


7-7 sIn - T - S Œ “ (4* + 2 > Sin - 2T ^ - $ [(* 

sin ’ T — (3 7 ■+■ t) s * n -3 t ] -+- -7 [t?* — (i? -+* 7 ? ' 

sin. 2 T -H (7^-. -+- 57. ■+“ 7) sin. 4 T] — 77 [ (7 H- 57 ■ 
T — f— sin. 3 T + (-^+^-h. 

1‘ Ibj \ lOy< ^ iy‘ ^ 


sin.5T] — etc. 


-t) 

•t) 

-A) 

12'ï \ 


(45) . Un problème plus général sera de déterminer les mouve- 
ments progressifs de trois corps qui agissent les uns sur les autres par 
une attraction mutuelle dont la loi suit la raison directe des masses et 
l’inverse du quarré des distances. Soient M , M', M" les masses de 
ces corps; 011 prendra (fi g. FI) un plan 11AD qui passera par l’un 
d’eux, par celui dont la masse est M, et des deux autres, qu on sup- 
posera être en Z et Z'; on abaissera des perpendiculaires ZM, Z'M' 
sur ce plan. Des points M, M' on tirera MP, M'P' perpendiculaires 
sur l’axe AD. Ainsi les positions des centres de gravité des corps dont 
les masses sont M' et M” seront déterminées par rapport à celui dont 
la masse est M parles co-ordonnées 

AP (t), PM(j), MZ(z), et AP' (a/), P'M' (/), M'Z’ (/). 

Nommons de plus le rayon vecteur AM (r), et l’angle qu’il fait avec 
l’axe AD (®); le rayon vecteur AM' (/), et l’angle qu’il fait avec le 
même axe (?'); tang.MAZ (s), tang.M'AZ' (r 1 ); A, a' et cf les dis- 
tances AZ, A Z' et ZZ' entre les trois corps. 

( 46 ) . Nous nous occuperons d’abord du mouvement relatif de M' 

autour de M. 11 est attiré vers M par une force , et lui-même 
attire M avec une force donc M'est poussée vers M par une force 
M ■ , et nous pourrons regarder M comme immobile, ayant trans- 
porté à M' en sens contraire la force On décomposera en 

deux autres; l’une M parallèle à MA, et qui tend à approcher 
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M' de M ; l’autre * ' qui agit dans la direction de ZM et tend 

à approcher M' du plan BAD. Mais M" attire M' avec une force -^ r 
qu’on décomposera en deux autres, dont l’une agisse dans 

la direction de MZ, et l’autre ÏLlIî agisse dans la direction de Zq 
parallèle à MM'. Ayant transporté celle-ci de Z en M, nous la décom- 
poserons en deux autres, dont l’une M < ' J , agisse dans la direc- 
tion de PM , et l’autre M agisse dans la direction de MQ pa- 

rallèle A AP. 11 faudra décomposer chacune de ces dernières en deux 
autres, l’une dans la direction de AM, l’autre perpendiculaire à cette 
direction. Or ayant pris Mil et MT pour représenter les deux forces 
«pie nous voulons décomposer, si nous menons SMO perpendicu- 
laire à AM, et que nous formions les triangles rectangles MOR, MST 
qui seront semblables au triangle APM; nous aurons pour les deux 

forces qui agissent dans la direction de AM, 011 = M r< r J . — — , ST 
t— M " r - i et pour les deux forces qui agissent perpendiculai- 
rement A cette direction en sens contraire, MO = M r / / V — ^ -, 
MS = M Y, 

(47). Il faut encore faire attention que M" attire M avec une force 
— qu’il finit transporter A M' en sens contraire. Ayant pris sur Z'A 
la partie Z ’u pour représenter cette force, si l’on mène ut parallèle 
à AM', 011 pourra substituer A Z'u, Z't = ^7-, tu = On 
transportera la seconde en M'H ; et ayant mené HI parallèle A AP', 
on la décomposera en M'I = t- , IH = -^-7-, lesquelles il faudia 
décomposer chacune en deux autres qui agissent l’une dans la direc- 
tion de AM, l’autre perpendiculairement à cette direction. Pour cela, 
on prendra sur PM et MQ , parallèles A P’ M' et A HI , MR’ = Ail t 
MT' = -yrr ; et après avoir formé les triangles rectangles MO' R', 
MS' T', on aura pour les forces qui agissent dans la direction de AM, 
O' R' = ^7 ^-j— , S' T' = * r {-ï î on trouvera ensuite pour les forces 

qui agissent dans des directions perpendiculaires A ce rayon vecteur, 

en 
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en sens contraires, MO' = 


M" xy’ 


, MS' = ^ 


33 

Ces forces , et 


, sont celles qu’il faudra transporter à M' en sens contraire. 

(48). On aura donc, pour la somme des forces qui tendent à ap- 
procher M' de M , 


r.r.M-t-M’) 


— C y- (/ — y) ■+■ x • (** — *)] oy -+• xx’y, 

pour la somme des forces qui tendent à éloigner M' du plan B AD, 


M') 

ï> 


M" (*’— 1) 


*' M" 


pour la somme des forces perpendiculaires au rayon vecteur dans le 
sens de MO , 


77* !>•(/— y) —y-(a! — x)] — ^ (x/— x'j). 


On fera la première = V, la seconde = R, et la troisième = W. 

(49). A cause de 

x = r cos. p, y= rsin.<p, z = rr, x' = r 1 cos.p', y' = r' sin-p*, 
2' = / /; 


on aura 


A = r \/(i -+- s'), A' = r' v/(i -4- /*), 

J' = t/[V 0-W 1 ) — t— r' * ( 1 -+- y*) — arr'(ry -4-cos.(p' — ?))]; 


et faisant, pour abréger, 




* r 11 ( 

y _ M 4- M' 

'■*(>+ »•)*■ 
— * . (M -f- M f ) 


M" r 


M "r, 


■M" p' cos.(?/ — p), 

M" y p', 


W= M'' p'sin.C*' — ?). 


Il faudra substituer ces valeurs dans les équations (7) , (8), (9) , ou 
(10) , (11), (12), et on aura celles qui doivent donner le mouvement 
relatif de M' autour de M. 

(5o). On trouvera les équations qui conviennent au mouvement 
relatif de M" autour de M , en substituant dans les mêmes que nous 


venons d’indiquer, t\ /, qt au lieu de r, q>\ et , au lieu des valeurs 
précédentes de V, R , W, celles-ci s 


M 4- M” 

#'*(i 


— M'p cos.($ — ?'), 


+ ^ -%P-h M- ap, 
M ' p sin. (tp — <p' ) , dans lesquelles 


P = r- - - 




( 5 i). Si on avoit plus de trois corps; si, par exemple, M’ ctoit 
troublé dans son mouvement autour de M, non seulement par M", 
mais enrme par un autre corps M"' pour lequel r" fut le rayon vec- 
teur, l’angle de ce rayon avec l'axe AD, s 1 la tangente de l’angle 
que la distance entre M et M" feroit avec il faudrait augmenter 


V de M'" — p" cos.(?>" — *)], R de M"' (p" a" — -£), 

W de M'" p" sin. O" — <p), 


t = v/[ r* (t -+- a’) -t- r " 1 (i -+- a"*) — 2rr" (ss" -+- cos. (p" — p) )]. 


(02). Les orbites des corps célestes sont à-peu-près circulaires, 
et leurs mouvements à-peu-près uniformes : les plans de ces orbites 
ne font que de très petits angles avec celui de l'écliptique. C’est pour- 
quoi, si nous nommons Z et IL les distances moyennes des deux corps 
M' et M" au corps M, U la longitude moyenne du corps M', m U la 
différence des longitudes moyennes de M' et M", nous pourrons sup- 
poser 

r= Z (i -t- 1/), = U ix, s = iz, r' = ZZ (t ■+■ //' ), 

= (m -t- i) . U -+- iV, a' = iz’\ 


i étant un nombre toujours beaucoup moindre que i, et x,y, z, 
xf, jL, z 1 de nouvelles variables. Eu faisant, pour simplifier, 

r 1 (i-f-a’) -+- r '* (i -w' 1 ) — 2 rr' s s’ — *>,~ = n, <p' — <p = 6 , 

l’expression irrationnelle ~ devient &>“ i (i — n cos. 8 ) — s. 

Dans le développement de cette expression , on ne poussera les 
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approximations que jusqu’aux quantités de l’ordre i inclusivement, 
et on aura 

a=Z’ti + / , + 2i | ( y -t- l'y') ] , 

°>~ - = - 2 j [(«-+- — 3 * (* (y -+- /*/)] . 

a / [ i -!-«.(> -h.r 1 )] a / . a//(i — /*) (y f — .r) 

n i + I'+a/.O'-M'.j'j i + /* “* Ci 4- /•)* * 

( 53 ). On fera usage de la formule du n° 17, dans laquelle on 
mettra pour p et q leurs valeurs 7^-7. , — —T" ' \ 

Alors si on représente la série, qui est le développement de ^r, par 

B -t- Bi cos. 6 -t- Ba cos.26 -+- B 3 cos . 36 -f- B4 cos. ,-j 9 -4- etc. 
-I - iy (C -4- C 1 cos. 6 -f- Ca cos. 28 -+-C 3 cos. 36 -t- C4 cos. 46 -t- etc.) 
-w>'(D-f-Di cos. 0 -+-D 2 cos. 20 -i-D 3 cos. 38 h-D 4 cos. 4 8 -t- etc.) 

à cause de 

B -4- 1 (C/ -t- D /) = Z 5 u ~ ' (a -I- iatq), 

B 1 -t- / (C -H Di j') = V u~ "• (a-+- ibiq), 

etc. on aura 


B = a ( 1 -t- /’) *1 


C = — ( 1 -t- /*) — I ( 2,< \ - '? *’ -t- 3 a), 

d = ( 1 -t- /•) -£ ~ 3a/> )- 


On trouvera Bi, Ci, Di ; B 2, C2, D2; etc. en mettant b, /> 1; e, ci ; 
etc. pour n, ai dans B, C, D. Quant à ces quantités a, b, e, etc. elles 
ont été calculées dans le n° 19. 

(54). Il suit de là que 


= B -t- B 1 COS. 0 -* 
-4- iy' (D 

^ = B -t- Bi cos. 


- etc. iy [B -4- C -t- (B 1 
Di cos. 8 -t- etc.) 

0 -I- etc. -4- iy ( C -4- C 1 cos. 0 h 
h- D -h (Bi -4- Di) • cos. 8 -t- etc.] 

1 — a/y* 


Ci)-cos.8-i-etc.] 
etc. ) -4- 


-+- iy' [B 

De plus, puisqu’on peut prendre '■ 

»'*(i 4-i'*) 5 

(B + îr) 


z y c<».a 


Di 


COS. 


Ri • 


/»Z* 

B 3 


-, on aura 


cos. 2 h 
Eij 


etc. 
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4- iy [^£i -+- (C -H • cos. 6 -+- Cl • cos. a 0 4- etc. ] 

4 - iÿ [ °L±2l 4 - (B 4 - D 4 - • cos.0 4- »■ + O, + B3 4- DS 

COS. 2 0 -+- etc.] _ cos.0, 


ÏVîill =( B— ^).sin.0-4-5^sm.20-4-etc.-Hi>[(C — £)• 
sin. 0 4- Cl ~ r — sin. 20 H- etc.] -t- iy [(B + D — —7— ) * s** 1 - ^ 
^ n, + d. - Bi -_D3 etc .] _ L^yy sin.0. 


(55). Si M est la masse du soleil, M', M" seront très petites par 
rapport à M ; et dans le développement des termes qu'elles n’aflcc- 
tent pas, il faudra pousser l’approximation au-delà des quantités de 
l’ordre L Un prendra par conséquent 

M M' M -f- M 1 / _ 3 

— -r — — — U — T 1 * >' 

r' (!+»•)■ 

Mais on pourra se contenter de faire (n“ 29, 3o, 3i), 

f~, d<P)~‘ = x (1 — fWr'dp), 

n = Zj£ ( w £ 4 - tr* - 'Jïlpn fXVr'dv), 

E = j-, [Wr 1 £ — Rr 3 — rs (M 4- M' 4- */’) J. 

11 faudra substituer ces valeurs dans les équations (1 1) et (12), qu’on 
mettra d’abord sous cette forme 


i £ — — 1 — iy -H Z (1 4- a 00 (’ 

i (£ + *> 4- = = o. 


M 4- M’ 


— O)=0, 


71 est donc nécessaire, premièrement, que il et H soient l’un et l’autre 
des quantités très petites de l’ordre i ; ce qui est toujours vrai dans 
notre système solaire, où les masses des planètes sont très petites par 

rapport à celle du soleil. Secondement, que — 1 4- Z ■ soit 

du même ordre : or en négligeant les quantités de l’ordre i, l’équa- 
tion ( 10 ) devient hdt = r'dq> — Z’r/U; donc M— ~ doit être 
presque égale à ’• Nous remarquerons encore que les valeurs 
de j, y, ^7, ne doivent renfermer aucun terme tout constant j 
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autrement Z, IZ, U,(m -+- 1 ) • Une seroient pas les valeurs moyennes 
de r, r\ <p, <p'. 

(56). Nous ferons ^ = /H, 7 " ( ^?~ M ■ — 1 = ri, 

aZ ■ (M 4- M' ) 

1 — n » 

et , pour abréger, 

Z 1 (j-, — p' cos. fl) = E - 4 - Ei cos. fl -+■ Ea cos.afl -4- etc. -4- 
iy (E' - 4 - E'i cos. fl -t- E'a cos.afl - 4 - etc.) -4- iÿ (E" - 4 - E"i cos.ô 
-4- E"a cos. 2 fl - 4 - etc.) 


Z* p' sln.fl = Fr sin.0-4- Fa sin . 2 S -4- etc. -4- iy (F'r sin.fl -4- F'a 
sin .26 - 4 - etc.) - 4 - iy 1 (F"i sin. fl - 4 - F"a sin. 20 - 4 - etc.) 

Z 1 p' cos. fl = G -4- G 1 cos. fl - 4 - G 2 cos. a fl -4- etc. H- iy ( G' - 4 - G' 1 
cos. fl -f- G'a cos.afl -4- etc.) -4- iy' (G" -4- G"i cos. fl - 4 - G''a cos. 20 
-4- etc.) 


P = (1 - 4 - il) [H (1 -4- 2 iy) (E - 4 - Ei cos. 0 -4— etc. - 4 - iy ( E ' -+• 
E'i cos. 0-4- etc.) - 4 - iy' (E" -4-È"i cos.0 -h etc.) ) — 2 II (1 - 4 — r I ) 
/(1 - 4 - 3iy) (Fi sin.fl -4- etc. H- iy (F'i sin. 6-4- etc.) -4- iy' (F''i 

sin.0 -4- etc.) ) clç -4- iH (Fi sin.fl -4- etc.) ÿj — iz’J , 

Q = rH [G - 4 - Gi cos. 6 - 4 - etc. -4- (F 1 sin. fl - 4 - etc.) ^ — 

lz' (B — 4 - Bi cos.0 - 4 - etc. — "| : 

alors nos deux équations pourront être changées en celles-ci : 

(A) ■+- % H- n'y — 2 i (£)* -4- I -4- P = o, 

(B) % -4- Z -4- Q = o. 

Pour avoir x, 011 se servira de l’équation ( 7 ) 

î + + /Wrr/G 

qui devient, lorsqu’on fait ^ — ~T t = 


H (M- 


(» — 21» 


(C) il — K. — £ (aj — 3 />’) -4- 

/[ Fr sin.fl - 4 - etc. -t- iy ( (F'i -4- Fi) • sin.0-4- etc) - 4 - iy' (F"i 
sin.fl -4- etc.)] dt\ 


mais avant de l’intégrer, il faudra égaler à zéro les termes constants, 
comme nous l’avons déjà remarqué. 
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(57). Nous prendrons pour exemple le dérangement que l’action 
de venus doit produire dans le mouvement de la terre ; et comme 
cette action est infiniment Ibible pour éloigner la terre du plan de 
l’écliptique, nous supposerons que les deux planètes se meuvent dans 
ce plan , et même que l'orbite de venus est assez peu excentrique 
pour pouvoir supposer 

r' = l Z, ç' = (ni -H 1) • U* Alors 6 = mU — il r, 
sin .6 = sin./nU — ix cos./nU — sin.mU -l- etc. 

cos .0 = cos./nU - 4 - ix sin.mU — cos. mU — etc. 


O/P renferme un terme tout constant (1 -t- tl) HE, et un terme 
2 i H E v que nous en séparerons; en sorte que dans la suite du calcul, 

P sera supposé ne plus contenir ces deux termes, //* égalera — — 1 ?" M '* 
— 1 -t- 2/ HE; nous ferons aussi I -t- (1 -t- il) HE = I'. C’est pour- 
quoi, en n’ayant d’abord aucun égard aux termes affectés du très 
petit coefficient i, d’où 

P = H (Et cos.mU -i- Ei cos.2/nU -4- etc.) — 2H /"(Fi sin./nU 
-4- Fa sin.amU -+- etc.) d\J = ^ [(m Ei - 4 - 2F1) • cos.mU 
-4- (/71E2 -4- F2) • cos.a/nU -4- etc.], 


on tirera de l’équation (A) (n° 32 ) 

— tt. a * TT H fmEi + aFi 

)=r COS./1U -t- — sin. // L — - [ 
cos. 2 /n U -4- etc.] ; 


cos./nU H- 


mT.i -f- Ta 
n* — 4 m* 


on n’a point écrit le terme tout constant — parcequ’il ne doit 

f oint entrer dans la valeur de y, et I' est nul aux quantités près de 
ordre i 4 . On mettra cette valeur de y dans l’équation (C), où l’on 
fera t nul ; et on aura, en mettant \ f/U pour dl\ et négligeant le 
terme constant 


dx — — ^ ydM — (F 1 cos. mU -4- cos. 2//1U -4- etc.) f/U. 

Partant 


af / T. . TT A tt» . a r H mKi + ari • yt 

* = A — Tn ( r sm -« u — ~ît cos.«U) - 4 - sin./n U 

( F 1 sin. m U 


mi.a+ li • TT. » \ 

-+- sin. 2 m U -4- etc. ) — 

. F* 


HZ (M -f- M*) 
m* A' 


sin. 2mU 


etc.) 
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( 58 ). Soit » Y la correction qu’il faut faire à la première valeur 
de et /P' la partie correspondante de P qu’on trouvera en mettant 
dans les termes de P qui sont multipliés par »’, mU pour 0 ; et dans 
les autres termes -t- ix sin.mU, — ix cos. m U , etc. pour cos. 9, 
sin. 8, etc. on aura , en divisant par i, 


^ + "‘Y-Kïo)’+P , ='>: 

et parccquc P' — 2 (t/ü)'' que nous ^ erons — P"» ne renferme que 
les sinus et cosinus des angles 2«U, mU, 2mU, etc. 

(/i -4-/n) • U, (/» -f- 2m) • U, etc. (n — m) * U, (« — 2/n)*U, etc. 
avec des coefficients constants qu’il sera facile de déterminer, on tirera 
aisément la valeur de Y de 


y = _!i^ r cos./tU • P" d \3 -4- — - Ain. «U • P" r/U, 

n J n J 1 


où on n’a pas ajouté de constantes arbitraires parcequ’ellcs sont déjà 
renfermées dans la première partie de la valeur de/. Pour avoir la 

correction qu’il faut faire à , on mettra dans les termes de cette 
quantité, qui sont multipliés par », /nU pour 0, pour/ sa valeur non 
corrigée; et dans lesautres termes, -+~ ix sin.m U, — ix cos. m U, etc. 
pour cos.0, sin.0, etc. pour/ sa valeur corrigée, pour x sa valeur 
trouvée précédemment. Mais on n’intégrera qu’apres avoir supprimé 

le terme constant ; la somme de ce terme et de — sera nulle aux 
quantités près de l’ordre On demandera sans doute pourquoi nous 
avons commencé par séparer le terme a»‘HEr. Je réponds que ce 
terme auroit introduit dans P', sin./»U, cos./» U avec des coefficients 
constants ; et à cause de 


/(cos.«U)’ d\J =— ■ 


,in, " u -,/(sin.«U)’rfU=^- * :nl " U 


4 « 


4<i 


il auroit introduit dans la valeur de/' des arcs de cercle. Il est certain 
que cela ne doit pas être : autrement , après un certain nombre de ré- 
volutions la valeur de/ pourroit devenir extrêmement grande ; ce qui 
seroit contre l’iiypothese que nous avons faite, la seule conforme à 
l’observation. 

(59). Nommons a le demi grand axe de l’ellipse que la terre dé- 
crit à peu de chose près, iac l'excentricité, p l’anomalie vraie; on 
aura (n”39) 

<1(1 — i'«') 

= 1 — 1 c cos./;; 
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et mettant ■ ~ ' r pour ÿ , on en tirera 

Z = a (i — /*«*), / = e cos./?. 

Cette valeur ne peut satisfaire à ^ + n 1 / = o, que l’on n’ait 
= n'\ donc n — i est, aux quantités près de l’ordre i, le rap- 
port du mouvement de l’aphélie de la terre A son mouvement moyen 
en longitude ; et si on donne aux deux premiers termes de la valeur 
de/ la forme T cos.(«U — £'), on verra que iar, ou /Z T, est l’ex- 
centricité , et £' le lieu de l’aphélie. Puisque i est de l'ordre de l’ex- 
centricité de l’orbite terrestre, et que celle de venus est beaucoup 
plus petite , nous avons pu regarder //' comme étant de l’ordre i\ et 
négliger dans la valeur de P les termes qui ont pour facteur cette 
auantité. Dans la théorie de jupiter et saturne, où les excentricités 
<lcs deux orbites sont à-peu-pres du même ordre, cette supposition 
ne scroit pas admissible. Supposons que dans ce cas le premier terme 
de la valeur de j* eût été r 1 cos.n'U, le terme i‘E"iy cos./nU de la 
valeur de P auroit introduit dans celle de Y un terme de cette forme 


-L- T' £''i (cos./iU f sin.nU cos.n'U cos.rnU </U — sin.nU /cos. «U 


coi.f#»' — m ) U 


cos.n'U cos. mU r/U) = — r'E"i ( ‘T--’ V . ) , . y , 

Si , de plus, on avoit n égale à n' à (ni -+- i) • , aux quantités 

I irès de l’ordre i, le diviseur n 1 — (n' H- ni) 1 seroit de l’ordre i , et 
e terme qu’il affectcroit appartiendroit à la première valeur de/; on 
auroit eu tort de n’y avoir point égard dans la première approxima- 
tion. Dans la théorie dont il s’agit , et dans celle des satellites de jupi- 
ter, les substitutions successives des valeurs de/,/*, etc. y donnent 
des termes qui peuvent augmenter, à cause des diviseurs de la forme 
n 1 — y que l’intégration introduit nécessairement ; il y faut recourir 
à d’autres méthodes d’approximation. Comme cette matière est très 
importante, nous en ferons un chapitre particulier. Si on n’est pas 
arrêté par de tels obstacles dans le calcul des dérangements causes à 
la terre par l’action de venus , c’est que dans ce cas les excentricités 
des deux orbites sont très différentes, et que n étant presque égal à 
i , on a ni plus grand que | 

(60). La méthode d’approximation, fondée sur les substitutions 
successives des valeurs de/, y, etc. suffit pour calculer les dérange- 
ments causés à la lune , dans son mouvement autour de la terre, par 
l’action du soleil. Alors dans les équations (10), (n) et (12), M" 

représente 
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représente la masse du soleil, M' celle de la lune, et M celle de la 
terre. Les masses M' et M sont très petites par rapport à M"; difii- 
culté d’un autre genre qui arrêterait infailliblement, si la distance de 
la terre au soleil n’étoit beaucoup plus grande que celle de la lune à 
la terre. Mais la première de ces distances étant à-peu-près deux 
cent fois plus grande que l’autre , on peut prendre 


Ti = T77 *+• T77 COS. « -+- 


iV (Ot.S 1 — 3r*(l -r- ,»> 


en regardant le plan BAD comme celui de l’ccliptique, ou de l’orbite 
apparente du soleil, et faisant en conséquence s' nul. On aura aussi, 
après avoir substitué des sinus et cosinus d’angles multiples aux pro- 
duits de sinus et cosinus, 


ÿ = —77— ((1 -+-•*’) * — 1) — tttt [1 -H —, cos.fl -t- 3 cos. 2 fl 
-t- cos . 3 fl — ^7 J* cos.fl — -^p -, (9 1 5 cos. 2 0 — 6 s J )], 

W= — — Tp- (p sin.fl H- sin .20 -t- sin. 3 fl — ^ sin.fl), 

J, M-f-M' , , ,,—3 M "ri r , 3 r A 

R — pr~ s (1 H- s') » ^5- [ 1 H- pr cos.fl 

-t- -fpr. (9 -+• i 5 cos. 2 fl — 6 s’) ]. 


(61). En calculant l’orbite apparente du soleil, nous n’aurons 
point égard aux dérangements causés par la lune , ni à aucun autre ; 
c’est-à-airc que nous supposerons cette orbite une ellipse dont nous 
nommerons le demi-grand axe a , le demi- paramétré de cet axe b , 
ac l’excentricité. Alors p étant l’anomalie vraie qui répond au temps 
t , on aura (11" 39) 


dt = 


a y/a (1 -f- c*)* à p b 


0M"-f M) (1 c cM.p)' 1 /' 


1 -4- C CO s.p. 


Si on pouvoit regarder l’orbite de la lune comme une ellipse dont f 
fût le demi paramétré du grand axe 2 g, gc l’excentricité , et q l’ano- 
malie vraie , on aurait - r = 1 -t- e cos. q. 

Nous supposerons -f = 1 -H c cos. q -f- y , 

et la variable y sera une quantité très petite qui dépendra unique- 
ment des forces perturbatrices. Nous remarquerons aussi que .r, ou la 
tangente de la latitude géocentriquc de la lune, est à-peu-près de 
1 ordre e, et ec à-peu-près de l’ordre e 5 . Ainsi, en ne poussant pas 
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les approximations au-delà des quatrièmes puissances de e et de r, 
on s'arrêtera à la seconde puissance de c. 

(6a). D’après ces remarques nous pouvons prendre 

■jrr = 1 4- | C* 4- 3c COS. p -f }c’ COS. 2 p, 

~ = i -+■ 3 c’ -t- 4 c cos .p -t- 3c 1 cos .2 p, 

~ = i -+- 5c 1 -t- 5 c cos .p 4- 5c’ cos. a p. 


Mais , à cause de 

jr = ( i -+- c cos. q ) — 3 — 3(i 4- e cos. q)~* y -t- a. 3 (i -+- 
e cos.q) - 5 /’ — etc. 

jr = (î -t- c cos.q) — 4 — 4 (i -t- e cos.q) - 5 j 4- 2 . 5 (t -H 
e cos.q) — ‘ — etc. 

jr = (i -f- c cos.q) — 3 — 5 (t H- e cos.q) — * y 4- 3 . 5 (i 4- 
e cos .<j)~ 7 y a — etc. 

et de 

(i -t- e cos.q) - 3 = i -t- c 4 — (î -t- ^ c 1 ) 3e cos.q -t* 

(î 4- -j- c’) 3c’ cos. 2 q — y*' cos.3q -4- ^ e 4 cos-4Q, 


(i 4 -e cos.q) — 4 = î -t- 5 e’ -t- c 4 — (i -t- c’) 4e cos.q 4 - 

(1 -4- -j c’) 5 c’ cos.2q — 5 e 3 cos. 3 q -t- ^ C cos.4q, 

(i 4 -e cos.q) - 5 = i+ y e’ — (i+^e’) 5e cos.q 4 - 
(l 4- ^C’) ^5 e » C0S.2Q — -y c 3 COS.3Q4- y c 4 cos-4q, 

(1 4 - c cos.q) — 4 = 1 4 - y c’4-^y e 4 — (1 4- 7c’) 6e cos.q 4- 
(1 4- 6e’) y c’ cos. 2 q — 2.7e 3 cos.3 q 4 - y - 2 e 4 cos- 4 q, 
(1 4- c cos.q) ~ ’ = 1 -4- 2. 7 c’ 4- ’ - 1 -— c* — (1 4- 9e’) 7c COS.Q 
4 - ( 1 4 ~ —j- c 1 ) 2.7 e’ cos. 2 q — 3.7 c 3 cos. 3 q 4 - y 2 c' cos- 4 q; 
si on fait , pour abréger, 


14 - 3c*- 1- 3 3 f c 4 =ei,i4-5e’- 

a . 4 1 


3.7 


3.5.7 . , 3.5 a 3.5.7 . « 

-^-4 <'*=c2,i 4-— e’4 — y e'=e3. 


3 .7.0 A , . 2,3 3.5.7 . r 

— — c 4 = ^ 4, 1 -f- 2. 7 e 3 h - — - e K —cS\ 
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3 e ( i — f- 4 e’) = e'i, 4e e’) =e'i, 5 e (1 -+- ~ e') = ^ 3 , 

6 c (1 -4- 7e 1 ) = e'4 , 7e (1 + pe’)=c' 5 ; 

3 e’ (i -+4 e’) = c''i , 5 e’ (1 H- -Z-c’) =c"a, ^ e’ (1 -+- ^ O = e" 3 , 
^ c’ (i 6 c’) = c"4 , 3 . 7 e’ ( 1 -h ^ c’) = e "5 ; 


on a 


jr = ci — e'i cos.9 - 4 -e"i cos. 3 9 — e 3 cos.39 -f- e 1 cos. 4 <7 
— 3 / (es — e's cos. <7 H- e" 3 cos. 27 — 5 e’ cos. 3 <7 -4- ^2 e* cos. 4 <7) 
- 4 - 6 /’ (e 3 — e’ 3 cos. 9 -4- c ''3 cos. 27 — ^ c 1 cos. 3 9 


-qp e* cos.49), 


= c’ — e'2 cos.9 -f- c''2 cos.29 — 5e’cos.3<7 -f- c* cos. 49 
— 4 j (c 5 — c'3 cos. <7 H- e"3 cos. 2 9 — e 3 cos. 3<7 -4- ^ e* cos. 4 9) 

ioj’ (e4 — e'4 cos .9 -+- e"4 cos.29 — 2.7 c* cos. 39 


3-3-7 


e* cos.49), 


= c 3 — c '3 cos .9 - 4 - e''3cos.29 — c 3 cos.39 -4- e 4 cos 49 
— 5 y (e.4 — e'4 cos.9 -4- e"4 cos.39 — 2.7 e 5 cos.39 -+- 
e 4 cos.49) - 4 - i 5 /’ (e 5 — e '5 cos .9 -4- e ''5 cos.29 — 


3.3.7 


3.7c* cos. 3 9 


e 4 cos.49), 


et ces expressions sont suffisamment approchées. 

( 63 ). On donnera ensuite à l’équation (11) la forme 


&_ H _ r - 4 -i_ '-i±ii:_ f -e(i— C0S.9-+-/O =0, 

1 ( / Wr J J , 


1 fWH fdy dq • x * , 

ou O = T- LT" ~ e ^ sin-<7)— ■+■ 


L’équation précédente ne doit pas renfermer de termes tous cons- 
tants qui en introduiraient de semblables dans la valeur de y ; nous 
ferons donc la somme de tous ces termes nulle, et cette première 
équation donnera la valeur de h. Elle 11e doit pas renfermer de termes 
constants affectés de cos.9, pareeque la substitution de la valeur de r 
introduirait dans celle de y des termes de cette forme /cos.9’ f/9, 
d’où il résulterait des arcs de cercle ; nous égalerons donc à zéro la 

F ij 
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somme de tous ces coefficients de cos. <7, et cette seconde équation 
donnera la valeur de ^ 2 . Enfin ayant fait une somme des termes 
constants qui ont pour facteur.}', nous représenterons ces termes par 
n 'y , et par P tous les termes restants de il. Cela tait, l’équation (11) 
deviendra 

% H- ny -+- P = o, 
qui a pour intégrale complété 

j=r C os./iip-t- £ sin./t? — J"cos. n pY dp fsin.npY dp. 


(64). Dans une première approximation , on n’ira pas au-delà de 
la première puissance de c, ni des secondes puissances de c et s, en 
se contentant même de prendre s = tang.}. sin.(? — €), où y et £ 
sont supposés des angles constants. On trouvera de cette maniéré 

/(M + M') Z/ , M » } ung.y , . M "/‘ « 


ÿ- (M 


a A * 0 ‘ 


pour l’équation qui doit donner h ' dans cette première approxima- 
tion ; 

e (1 — (■£)') — jri -npr = o, pour celle qui doit donner 
pU1S ^ =I _ 

Cette première valeur de est donc égale à la valeur de (77) * 
donnée par l'équation qui précédé, aux quantités de l’ordre e 3 près; 
et comme — 1 et « — 1 approcheront toujours plus du rapport 
donné par l’observation, du mouvement de l’apogée de la lune à son 
mouvement moyen en longitude , nous ferons toujours dans la suite 
— = n. Mais, aux quantités de l'ordre e 1 près , 

, t > = t _ 1 r • (I ■ /•y 

il suit de là qu’en nommant r le rapport du temps périodique de la 
lune au temps périodique de la terre autour du soleil , si on fait 

TF : W* : '• T * *• 1 » d ’ où m^TSt & = T ’> on a,,ra "* = 1 


M - 


j-r 1 ; (1 — - 2 - T a ). Or t 3 est à-peu-près ; si donc on se 

contcntoit de prendre n* = 1 — y t* et -j- = 1 -I- --- t\ 


on ne 
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trouvèrent pour le mouvement de l’apogée que = environ i*3i', 
au lieu de 3 ° à chaque révolution , comme le donne l’observation. Les 
géomètres qui les premiers ont résolu le problème des trois corps, 
MM. Euler, Clairaut et d’Aleinbert, se sont empressés d’en conclure 
que la simple force, en raison inverse du quarré des distances, ne 
suflisoit pas pour produire le mouvement dont il s’agit ; et c’est 
M. Clairaut qui s’est apperçu le premier, en calculant plus exacte- 
ment la valeur de n 3 , que ce n’étoit point assez; de s’en tenir au pre- 
mier terme de la série. En effet, il faut la pousser jusqu’au troisième 
au moins pour s'assurer que ceux qui sont au-delà peuvent être né- 
gligés sans crainte, et pour pouvoir affirmer que le mouvement de 
l'apogée , calculé d’après la loi de l’attraction en raison inverse du 
quarré des distances, est absolument conforme aux observation*'. 

( 65 ). Nous ne devons point aller au-delà des quantités de l’ordre 
c 3 dans celte première approximation : cependant nous écrirons in- 
distinctement tous les termes affectés de e i , à cause de certains coeffi- 
cients qui peuvent considérablement augmenter par l’intégration ; 
mais nous négligerons les termes qui sont multipliés par et ses dif- 
férentes puissances, et ceux qui sont multipliés par -Ç;. La valeur de 
P, que nous trouverons de cette maniéré, sera 


1 /< M - 
4 


■ M') 


~IT- tan §->’ cos. 2 (i p — C) -t- fe 3 cos. 2 n<p 

( î -+- 3 e 1 — di cos. a? -(- 3 e 1 cos. 2 a? — \ c 1 cos. 3 n<p) 
cos. 2 6 -t- c cos .p (î — 3 e cos .a?) ( î 3 cos.2 0 ) — (î -t- 5 e 1 

— 4 e cos.fl? -t- 5 e 3 cos. 2 «? H- 3 c cos.p) en sin.nip sin.2 9 ] 

-t- p-p • M" /[( 1 -t- 5 c 1 — di cos.n(D -+- 5 e 3 cos. 2/1? 

— 5 c' cos. 3 rt? - 4 - 3 c cos .p (1 — 4 c cos .«?)) sin.20] dy. 

(66). Si nous représentons par m — 1 le rapport du mouvement 
de l’apogce du soleil au mouvement moyen de la lune en longitude, 
nous aurons dp — dù = md<p ; et il ne sera plus question que de 
trouver p. Mais en négligeant W, qui est du même ordre quej , 011 a 
(n°2ÿ) 

dt — '—£*■ ; laquelle , si on prend 

jt =(1 -H -7 c 3 ) (1 — 2e cos. fl? - 4- 4 e 3 cos.2«? — c’cos. 3 fl?), 
donne 

(= Vl l +T c ’) — T -+• s * u - 2,1 ® — sin. 3 fl ?). 


V 
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O y/<l <ip 


yj M" -h M) I 
a y/a . 

— (P 


-+- JC CO* p 

— ic sin.//). 


(n° 61), on dre une autre valeur de t, 


v/(M" -+* Mj 

Partant si l’on fait , pour abréger, 

■!— — - (r H c) = /, on aura 

ha y/a ' a ' 1 

p — ac sin.// = (B). 

— ^ $in. 3 /z®). 

.in ' ' 


if — — sin.np 


3 <■•/ 

4 " 


sin. m? 


Usera facile d’en tirer (n“ i 5 et 16) 

p = B -+~ ac sin. B , sin .p = sin. B -t- c sin. 2 B, 
cos./i = cos.B — c (1 — cos.aB); 

puis , prenant a 6 pour désigner un multiple quelconque de fl, 
cos. a fl = [1 — (^)’] cos.a (m — i) f — ^ [[2 — V c’ • 
(V -H 7)] cos. [n — a • (m — /)] ?>— [2 — îf e* • (îf — 7)] 
cos. [n - 1- a • (m — /)] f — e ^7 -t- 7) cos. [2/1 — a* (/n — 1)] 
<P — c — 7) cos. [2/1 - 4 - a • (m — 1 )] f - 4 - e‘ [ j -t- ^ -t- 7)] 

cos. [ 3 /i — a - (m — «)] ® — e’[j+r(îi — 7)] cos. [ 3 « 
-4- a • ( ni — 1)] ®] -t- ac [cos.[i — a. ( m — /)] f — cos.[i‘- 4 - 
a.(/n — 2)] <p] — ^ec[(a + 0 [cos. [/t - 4 - 1 — a • (m — 1)] f 
— cos. [n — 1 -t- a • (ni — 0] 9 ] — (“ — O [cos. [n — i — a • 
(m — i’)] f — cos. [n-+- i -t- a • (m — 1)] <P] ], 


sin. a fl = — [1 — (=£)’] sin. a (m — 1) f — 7^ [[ 2 — 7 c’ • 
-t- 7)] sin . [n — a • (m — /)] f - 4 - [2 — 7 e 1 • (7 — 7)] 
sin.[/i -+- a • (ni — /)] <p — e (7 -t- 7) sin. [2/2 — a • (m — 0] 
<p-i-c(~ — 7) sin. [2 n -t- a • (m — » )] 9 -4- 1 e 5 [7 -t- 7 • (5 -t- 7) ] 

sin. [ 3 /i — a • (m — 1)] <p -t- c’ [7 ■+■ TT ‘ (ji — t) ] f 10, 

-4- a • (/72 — /)] ?] -+- ac [sin. [2 - 4 - a . (ni — 2)] f -I- sin.[/‘ — 
a* [ni — /)] <P] — 7 ce [(a -t- 1) [sin.[/2-4- 2 — a.(//z — 2)] ® 
-a_ si,,. [„ _ 2 - 4 - a • ( 2/2 — 2)] Ip] — (a — 0 [sin.[/2 - 4 - !+*' 
(/n — /)] p -t- sin. [« — 2 — a • (//i — /)] <p] ] : 
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ces formules nous serviront à faire les substitutions qui vont suivre. 
(67). Par ces substitutions, P, outre les termes 

— 7 7 ' - tang.y 1 cos.2 (? — C) ■+■ [e 1 cos.a/t(p -+- c 

cos./p — •+--£-) cos .(«-t- t) <P — ce (4 — ÿ) cos.(n — i)<p], 

renfermera deux séries de cosinus, dont la première sera multipliée 

3/< M" 

P ar -&• 

Angles dont les cosinus ont pour coefficients dans la première série 

2 ( /h — 1) <p (ai)... 1 -I- e 1 ( 3 -t- 2 1 — 

(2 m — 3t) <p (« 2 ). . . Zf 
( a ni — i) <P (a 3 ). . . ^ 

(/i-t-am — a/)«p (61). .. e -1- e 1 

-£~r c3+«)h-/.(4'_£)] 

(«_2m-t-2/)<p (i2 ) ...-e(V < H-^)H- C >[H.g-li) 
2 (n -H /n — 1) <P (ci)... e* • (77 — 4 ) ■+- -7 -+•« — /] 


(3n-f-2m — 2 t)<p (t/i). 


»('! — !»+<) <P (C3)> ■ . e’ [v (V -+- t) T — n — ‘J 

-f-é ee>l 

( 3 n + »m-2i)P (</»... 

-4 • (i-t-n)] 

(S»-™.-*-*/)* (t/ 2 )... 

■4-7* <»—«)] 

(«-+- 2 m — 3/)<p (/ 1 ). . . 3ec 

(a — 2m+3i)p (/a). . . — 3ec (t H- 

(«H- 2 m — /) <p {fi)... — y [£-+- 4’ ( 3 — t - 11 ) J 

(«-2W+0? (/4) T [ï — t* ( 3 ~ 
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(68). L'autre série, qu’on trouvera en effectuant l'intégration in- 
diquée, sera multipliée par ~p • M"; et si nous nous ser- 

vons des mêmes lettres accentuées pour désigner les coefficients des 
mêmes cosinus; c’est-à-dire, si nous nous servons de a'i, 0*2, etc. 
pour désigner les coefficients de cos. 2 (m — 1) <p, cos. (2 m — 3/) <p, 
etc. dans cette série , nous aurons 


o'i = [1 -+- c* (5 — ^)] I 2 (m — »), 

a'i — 7c : 2(2 m — 3 t), a '3 = — ci 2(2 m — 1), 

c'i = [^(^r — ^ + 7) — ^ ee'2] : 2(n-f-/n — 0, 
c'a = — O' (£ -+• ^ -+- 4 ) -+■ £ ee'a] ; 2(« — m -+■ 1), 
d’i=e , (^ — — 4 ) I ( 3 n -+• 2/n 21), 

4/2 = c ’ *+* 7? -+* 77 -+■ t) ^ ( 3n ~ 2,71 *+■ 2 0* 
fi — 7 ec ^ — i) I (n H- 2//1 — 3 /), 

/ r 2= 7cc(^ ,) ; (,j _ 2 m H- 3/), 

/'3 = — ec(-L — 1) I (fl + 2m- 1), 

/'4 = — ec (-^ H- 1 ) ; ( h — 2 /n H- t). 


(69). Cela posé, il sera facile de trouver y; car A cos.t? étant 
un des termes de P, le terme correspondant de j doit être 

— ; COS.7Tip. 
n — tt T 

Mais de tous nos coefficients , quels sont ceux que nous pouvons né- 
gliger dans une première approximation? Et d’abord n — 1, m — 1, 
ci étant des quantités à-peu-près de l’ordre e‘, nous pouvons né- 
gliger les termes qui ont pour facteur quelque puissance ou quelque 
produit de ces quantités. On voit ensuite que n J — (n ± if étant 
de l’ordre i, les termes on ce aura ce diviseur ne pourront être 
négligés. Dans le coefficient b 1, on pourra négliger tous les termes 
qui ont pour facteur e’; on ne le fera pas dans le coefficient b 2, qui 

doit 
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doit être divisé par n* — (n — a m - 4 - ai)’, Quantité de l'ordre i. 
On négligera di ; on négligera J a quoiqu’il doive être divisé par 
«’ — (3 n — 2 m ■+• ai)*, quantité ae l’ordre i, pareequ’il est lui- 
même de l’ordre c J i. On négligera /i,y 3 , en conservant /a, f\, qui 
auront pour diviseurs n* — (// — 2/n -4-3/')’, n’ — (/i — a/n-t-/)’, 

a uanlités de l’ordre i. Je passe à la seconde série. On pourra négliger 
ans b' i les termes affectés de e’ : on les conservera dans b' a. On 
négligera tout-à-fait d' i,/ , i,/ , 3 , et on conservera d’ 2, f 2, y'4. 
Quant à T cos. wp -+- ^ sin.np, nous les supprimerons dans la valeur 

dey pour les joindre à e cos. q , ou e cos .n<p\ et au lieu de ces trois 
termes , nous écrirons e cos.(/z<p — G'), en entendant par c l’excen- 
tricité de l’orbite actuelle de la lune, et par €’ le lieu de l’apogée. 
(70). Nous ferons, pour abréger, 


£1^ = ^, !££ = /,'. ung. >= r 

— ce/l' (7-*—) : (a n -4- i) i = Di , cc/i' (7 — ; (an — i) i = E 1 , 

— A'J> -+■ e’(3 -t- a.J-t-g'. i±£]: [n’ — 4 (« — O’J = Ai, 

— 7 A ' c [t •+• ] : C«* — ( 2/n — *«>*] = Aa, 

A ' c [t •+• 7^=7] : &»* — (a« —/)•]= A 3 , 

— r+ ' à, 1 i J : ["■-(« + »«- a< ‘)*3 — Br, 

[V-+- ^ ^ - ï • : o> - 

(« — 3 in 2i)’] — Ba, 

— A ' c ’ [7 H - n -+* ! [«* — 4 (« H- « — /)’] = Ci , 


— 5g'/i , e 1 ; (3n — 2 /n -f- ai) (n’ — (3/i — 2 / 71 - 4 - ai)’) =Da, 
A'ec [3 ^ s ~] ^ C«* — (/i — a/Ti-4- 3i)’] = Fa, 

h'ec [3 i -~ -+- — i [«* — (« — 2m -4- i)’] = F4; 


et nous aurons 

J' — 4(n ._ 4) cos.2 (<p — G) -f- -jjjj cos. 2 // ^ — jp—p cos.i<p -4- 

Di cos.(n-f-i) <p — t— Ei cos.(// — i) T - -+- Ai cos.2(/ti — i) 9 

G 


G 


Digitized by Google 


I + + 


5 o astronomie physique. 

-h Aa cos. (2 m — 3 /) <p -H A 3 cos. (2 m — i ) <p-i-Bi cos.(n - 4 - im 
a/) p -t- Ba cos.(« — 2//1 -+- ai) <p — t— Ci cos. 2 (/» -+- m — i) ® 
Ca cos. 2 (/i — m - 4 - ») <P - 1 - Da cos.( 3 /i — am -f- ai) <p 
Fa cos.(« — am H- 3 /) 9 -+- F4 cos.(/i — ira -4- i) 9. 

(71). O11 trouvera l’expression du temps au moyen de l’équation 

di = (i — -^r J~Wr'd<p), (n" 29 et 55 ), dans laquelle on fera 
5 . = (n- Je 1 ) (1 — ac cos. /i 9 H-îe 1 cos.2/»(p — e 5 cos. 3 /?ip) 
— 2 e \y -4- 2 d ly cos. n tp, /Wr 1 d<p — ^ -£r^r («' 1 cos. a(/n — 7) <P 
-4- a!i cos.(ani — 3 i) ? etc.) 


Soit i -4- fe 1 = 1, 


3 *'*'• , 

41 '‘‘-4) — » i«* 



= c 1 ; on aura 


h, h 


égal à t plus cette suite de cosinus : 


Angles dont les cosinus 
Il <9 

2 n<p 

3 n <p 

2 (P — 6 ) 

* ? 

(n - 4 - t) <P 
(« — 1) V 
2 (/»» — /) <p 

( 2 /n — 3 /) <p 
( 2 m — 1)9 
(n-H 217» — 21) ? 

(n — a/n-*- 27 - ) 9 

a ( n •+- m — f) ç 
2 (/» — m rf- /) ? 

( 3 /z -f- 2/n — a») f 
( 3 /? — am-!- 21) p 
(n -1- 27?» — 3 /) <p 


ont pour coefficients 

— 2 e t - 4 - di b’ 
te 1 — 2 c 1 b' 

— e 5 • - 4 - d 1 V 

— 2 e 1 d 

— aeic 1 - 4 -e'i . (Di - 4 -Ei) 

— e' 1 d — 2 e 1 D 1 

— did — 2 e 1 E 1 

— an Ai -+- di . (B 1 h- B2) — h' ta! 1 -t- 

eth' . (b'i -4- b' 2) 

— 2ci Aa-t-e'iFa — /»' » a'a- 4 -e«/i'.(/’i- 4 -/' 2 ) 

— 2eiA3-f-e'iF4— /»'« a , 3-4-e»5'.(/ 1 3-4-/'4) 

— 2 c 1 Bi H- e'i . (Ai H- Ci) — /»'e 5 'i -4- 

e * /»' . (a' 1 -H d 1 ) 

— 2 c 1 B 2 - 4 - e'i . (Ai - 4 - Ca) — /»'« Va. -4- 

eth' . (a'i c'2) 

— aci Ci -i- d\ Bi — h't d i-t-eth' . ( 5 'i-i-c/i) 

— 2 ci C2 -4- d 1 . (B 2 4- Dï) — h'tdi -4- 

ct/i' . (i'a -4- c/a) 
di Ci — h't . (</i — ce'») 

— set Da -i- e'i Ca — h't . (c/2 — ec'2) 
c’i A2 — h't . (/' 1 — ca'2) 
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Angles dont les cosinus 

ont pour coefficients 

( n — 2 m -4- 3 /) p — 

- 2C 1 Fa 4- e'r A2 — h't . {fi — en' 2) 
Vi A 3 — h't . {fi — en' 3 ) 

( n -t- 2 m — i) p 

{n — 2 m -H i) p — 

- 2e 1 F ’4 - 4 - cfi A 3 — h't . {f 4 — en' 3 ) 

(2/1-4- /) p 

e'iDi 

(2 n — i) p 

e*! E 1 

( 4 « — 2m -H a/) P 

e' 1 D 2 -4- et h' (t 2 

(4/1-4- 2 m — ai) p 

et h’ et 1 

(2 n — 2 m - 4-3 i) p 

e 1 ! F2 - 4 - cth' fi 

(2/14- a/n — 3 i) p 

et h' fi 

(2 n — 2//1-I- i) p 

éi F4 - 4 - et h' 4 

( 2 / 1 - 4 - 2 //I — 1) p 

et h' fi 

[(/i-t- 2) .p — 26] 

e'r a! 

[(n — 2) . ?-+- 26] 

éi d 

On en tirera facilement 

-^r-, et dans cette valeur on pourra négliger 

plusieurs termes qui sont suffisamment indiqués par ce que nous 
avons dit plus haut. 


(72). Dans l’équation ^|+j + H = o (n° 3 i), on prendra 


S =T^( 1 —J ./Wf'dV) • (sin.0-t- 5sin.3fl)3 

-4- s [1 -4- cos. 2 9 -4- -77- • (1 1 cos.fl -+- 5 cos. 30 )] J ; 

et ayant développé cette quantité comme nous avons fait P (n° 67), 
l'équation s’intégrera comme celle qui a donné y. On calculera avec 
la même étendue, au moyen des équations (17) et (18), (n° 36 ), 
les valeurs de 6 et y , que jusqu’ici nous avons regardées comme 
constantes. On pourra passer ensuite à une seconde approximation 
sans craindre d’avoir négligé des termes qui ne doivent pas l'être. 
Dans cette seconde approximation , on ira jusqu’aux quantités de 
l’ordre c s et ce* inclusivement, en distinguant, si l'on pense abréger 
par-là, les termes qui n’exigent pas ce degré d'exactitude. Ou cher- 
chera d’abord une valeur plus exacte de /> (11° 66); on ajoutera un 
terme à celle de n (n° 55 ), et, l’ayant développée ensuite comme 
elle doit l’être, on en séparera (n° 63 ) les termes tous constants, les 
termes constants affectés de cos. <7, les termes constants qui ont pour 
facteur/; ce qui donnera des valeurs plus exactes de /«% de ^ , de n s , 
et une valeur du rapport du mouvement de l’apogée de la lime à son 
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mouvement moyen en longitude, qui ne différera presque point iTc 
celui que donne l’observation. 11 en résultera une valeur de 1' 
(u“‘ 67, 68) aussi exacte qu’011 peut la dosirer. En intégrant l’équa- 
tion 011 aura y: après quoi on cherchera t (11° 71); et pour cela on pren- 

tira un ternie de plus, en développant (/ — t— 2 fXVr'dp) J (11 e 55 ). 
Ayant t, et par conséquent la longitude moyenne de la lune, il sera 
facile d’en conclure la longitude vraie parles formules des n“ 20 état. 
11 ne s'agira plus que de calculer la latitude, le mouvement des nœuds, 
la variation de l'inclinaison. Toutes ces valeurs trouvées, on les com- 
binera pour bien s’assurer qu'elles ne peuvent plus influer les unes 
sur les autres. Telle est la méthode que MM. d’Alembert et Clairaut 
ont constamment suivie dans la théorie de la lune. Celui-ci en a tiré 
des tables dont l’exactitude est reconnue de tous les astronomes. Les 
nouvelles tables de M. Euler ont été construites d’après une théorie 
différente dont nous allons donner une idée. 


(y 3 ). Nous reprendrons les équations du n° 24 

tfx = V,lt\ d 7 y = Q dt', d ’z = R<//% 
où nous mettrons pour P, Q, II, leurs valeurs (n°* 25 et 48) 


M + M' 




M" 


A 1 

M -+- M‘ 


, M / I v IVt « 

j -+-7T (/ —y) — 

M' M" 

- 2 — TT 2- 


Cela posé, le soleil étant en S, la terre en T, la lune en L , si l’on 
prend ( Jlg . Vil) l’angle DTJ pour représenter la longitude moyenne 
géoceulrique de la lune, et qu on abaisse la perpendiculaire MO sur 
Td ; en nommant TO, X, OM, Y, l’angle DTr/, ?, on tirera des 
triangles rectangles TPH , MOH , 

x = X cos.? — Y sin.?,/ = X sin.? -f- Y cos.?. Donc 


d*x cos.? -t- d*y sin.? = r/’X — Xrf?’ — ar/Yr/? — Y </ J ?, 
d'y cos.? — d‘x sin.? = d' Y — Y </?’ -t- 2r/Xd?H-X</-?. 

A cause de ùl = si l’on fait, pour simplifier, ? — ?' = fl, 
on aura aussi 

P cos.?-+- Q sin.? = — M ~^, M X-t-^ î -(f' cos .0 — X) — ~ cos.?, 
‘ Q cos. ? — P sin. ? = — y — (p s in. 0 -t- Y ) -h sin. 0 . 
(74). En prenant pourl’ unité la distance moyenne de la terre au soleil, 
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on aura les valeurs moyennes de f et p entre elles! ‘ 1 ! v/(M" H- M). 
C’est pourquoi , si nous voulons que f signifie l'anomalie moyenne 
du soleil qui convient au temps proposé, il faudra diviser M -+- M' , 
et M" par M" H- M ; nous n entendrons dans la suite par M et M' 
que ces deux rapports. Mais en négligeant la seconde puissance de 
1 excentricité de 1 orbite apparente du soleil, on a 

r' = i c cos.f, dtp' = r+TT^T, 


et t étant la longitude moyenne du soleil , 

$ = t — i c sin. f , à très peu près. On a aussi ^ = i , puisqu’on 
peut n’avoir aucun égard au mouvement très lent de l’apogée du 

. . 7 ti ($ — t) d* d*m 

soleil; et, nommant m le rapport — ^ — , — = m -t- 1 , ^ = o. 
Les trois équations du n° précédent pourront donc être changées en 
celles-ci: 


— («H- ayx—a (m -+-!)£ =(*•). 
^ (r* cos .0 — X) — cos. 0 , 

Ü_( m+ i) 1 Y + 2 (m + i)"=(E'). 

^ ( r ' sin .0 -H Y) -t- sin. 0 , 

(C)*** 7 t = ( a ') z ( 4 - + -tï-)* 


(A) 

(B) 


— “ X 


jw Y 


(75). Nous avons 

A* = x 1 -t-/* -t- z’ = X’ H- Y 1 -t- Z% 

J"= (æ' — /)’-+- z’ = A*-t-r' 1 -*- 2 r'(X cos.0 — Y sin.0); 

et comme r' est beaucoup plus grand que A, il sera bien suffisant de 
prendre 

■ = -W 3 Xl ~« - 4 - [X* (5 cos. 0 B 1 ) 


Y’( 5 sin. 0 ’ — 1) — 10XY cos .0 sin .0 — Z’]. 


Nous pourrons aussi nous contenter de 

J- = I C CO S.f, d. = I -r 2C COS.f, 

r r • 

-L = 1 — 3 c cos.f, A- = 1 — 4 c cos.f, 
sin.0 = sin.rnf -h 2 c sin.f cos.mf, 
cos.0 = cos.mf — 2 c sin.f sin. mf. 
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Voilà les substitutions qu'il faut faire dans ù\ E\ A'; et en nous arrê- 
tant aux ternies qui ont pour facteurs les produits de deux dimension* 
de X, Y, Z, affectés de l’excentricité c , nous aurons 

A ' = — -p- X -t-;X (i-t-3 cos. 2 ni f) — !Y sin. îmt g X* 
( 3 cos. mt + 5 cos. 3m/)-) XY (sin. m t 5 sin.3 /n r ) 
-t-2 Y*(cos.mf — 5 cos. 3 m/) — ] Z 1 cos.m/ — | c X [acos.r 
-H 7 cos. (a m — i ) / — cos. (a/n h- i)/] -f-JcY [ 7 sin.(2m — i)f 

— sin.(a/n -t- î) /J , 

V — -jr ^ — IX sin. 2 m t -4- ; Y ( i — 3 cos. 2 ni t) — ? X* 

(sin.m/ H- 5 sin. 3m/) -t- j XY (co s./n / — 5 cos. 3m/) ] Y* 

( 3 sin. m t — 5 sin. 3 m t) J Z 1 sin. mf-t-JeX [7 sin. (2 m _ à ) / 

— sin, (am -4- 1) /] — 2cY [2 cos.t — 7 cos.( 2 m — 1) / -4. 
cos. (2m -t- 1) /], 

A == p” ^ ^ 3XZ cos.m / h- 3\ Z sin.m / -4- 3 cZ cos./. 


Nous avons mis 1 pour M' qui en diffère infiniment peu. Quant à M, 
c’est une très petite ouantité qui dépend du rapport des masses de là 
lune, de la terre et du soleil. 


(76). Nous changerons encore nos co -ordonnées; et g étant la 
valeur moyenne de X , nous supposerons X = /ç - ( r — t— x),Y = e\\ 
Z == gz. A cause de 1 extrême petitesse de ces variables, qu’on 11e 
confondra pas avec celles du n’ 7 3, si l’on prend 


M M r , 

~?y °«7 [(i + if+y’ + t’]' 


M 

s‘ 


[- 


3 ( >■' 


: égal à 


■ *7* 


3(1 4- 


• »*> ■ 3.5 (y’ 4- «•)• 


J ., ( 1 -t- 1 ,’ 


■ etc 


a 


la série sera très convergente. On en tirera, en mettant i au lieu de 
-7, et en ne poussant pas l’approximation au-delà des quatrièmes 
puissances des nouvelles co- ordonnées, 

MX 

— = '£[ 1 — 2X-4-3X 1 — 1(1— 4x-t-iox’)(_yM-z’) 

O" -+-**)*], 


-J- = ‘S O — 3xy-t- 6x> — 10 x'y — \ (y _ 5 xy) ( 7 * H- 2 ’)], 


-JT — 'g O — 3xz-4- 6 x j 2 — îox’z — Î (2 — 5xz) O^-t-z’)]. 

Mais la substitution des valeurs de X et ^ introduit dans l’équa- 
tion (A) un terme tout constant qui ne doit point y entrer, comme 
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nous l’avons déjà remarqué plusieurs fois. On fera ce terme nul, et 
on aura l'équation i — (m -+- i)’ -t- j. Elle peut avoir lieu , puisqu'il 
est permis île prendre pour g telle valeur de X qu’on voudra, pourvu 
qu’elle ne différé que très peu de la moyenne arithmétique entre la 
plus grande et la moyenne valeur. Enfin si l’on fait 


j — a/x— y = P» J-+- »> — i 7 = Q> 7 *+• (»- 4 -i)* = Rj 
les trois équations prendront les formes suivantes : 


(A) ^ — 3 i'x — a (m -H 1) ^ = P, 

(B) "+■ 2 ( ,n “+■ 0 -ji — Q» 

(C) 3 j-i -t- (i -+- 1) z = R. 


(77). La valeur complète de x renfermeroit un tenue e cos .nt 
(n* 69) , e étant l’excentricité de l’orbite actuelle de la lune, et n le 
rapport de l'anomalie moyenne de la lune à l’anomalie moyenne du 
soleil. Ce terme en introduirait dans la valeur de y un de cette forme 
s sin.nf. Car, en ne prenant de P que les termes de la forme K cos. ne, 
et de Q que les termes de la forme Hsin.nf, ces valeurs x — e cos. nt, 
y = f sin.nt, satisferaient aux équations (A) et (B), pourvu que 
f et n fussent donnés par les équations 

c(«’-h 3 i) - t-î(ra + i) ni-t-K =0, i)/te-+-II = o, 


Mais cette manière de déterminer n étant impraticable, pour la diffi- 
culté de rassembler tous les termes qui doivent former K et H, il 
faudra se contenter de la valeur que lui donne l’observation. Quoi 
qu’il en soit, voilà un nouvel angle nt que nous sommes forcés d’in- 
troduire dans les équations (A) et (B). Nous serons de môme forcés 
d’introduire dans l'équation (C) un nouvel angle (n° 3 ij), qui est la 
différence de la longitude moyenne de la lune et de celle du nœud 
ascendant; angle que les astronomes ont coutume de nommer argu- 
ment moyen de la latitude. Soit cet angle = lt; alors si, pour satis- 
faire à -jjî -H (1 -f- 1) z = G sin./r, où G sui.lt est la somme de 
tous les termes de la môme forme qui peuvent entrer dans R, on fait 
z = L sin./ 1 , L sera donné par l’équation 

L ( 1 — t— i — /* ) — G. 

(78). Les valeurs de nos co-ordonnées seront composées de diffé- 
rents termes ayant pour facteurs e, c, j'* (11 e 70), g (n° 76), et les 
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produits de ces quantités. Nous les distinguerons en supposant que 

je est la somme de 

xi, e xa, e’x3, gx 4, gcxS, cx 6 , cex-j , cgx 8, i"x 9 , etc. 
y la somme de 

yi, ey2, e' yl, gy 4 , gc y 5 , c y 6 , ce y?, cgyS, ï'y 9 , clc. 
z la somme de 

i'zi, i'e Z2, Ve • z 3 , i’c z4, /'* z 5 , etc. 

tous les termes de z sont affectés de i\ parceque, cette quantité étant 
nulle, l’autre doit l’être. Ayant substitué ces valeurs de x, y, z dans 
les équations (A), (B), (C), 011 égalera à zéro les termes de même 
dénomination. De cette manière, en négligeant les produits de plus 
de deux dimensions des premiers termes xi,/i, zi, on trouvera 

££L 3/ xi — 2 (m - 4 - 1) ^ = (Pi)--- UC 1 H" *t).cos.amf 

dl % 

— y 1 sin. 2 m £ — » Y 2x7* — 

tïi + 5 (m+i)^ = (Qi). ■+■ x 1 ) . sin. 2 m f -f- 

ji cos. 2 m t — ai . xi_yi], 

iJl -4- (f-t-0 = (RO- •• 3 / zi (xi — axi’ -Hi/i’); 

3 i xa — a(m -f- 1) ^ = (Pa). . . 3 xa [Icos.amt — 

-r- 2/ . (x i — ax?-t - y 1 *)] — 3 /a [ i sin. 2 m t — i . (/i — 4x 1 y 1 )] , 
-t- 2 (m -H 1) ^7 = (Qa)... — 3 xa [} sin.amf — 
i.(y 1 — 4x1^1)] — [jcos.amf — i.(xi — 2x1 -+-’/i )J, 
£lf 2 _(_(,■ -H 1) za = (Ra). . . 3 i za (xi — ax? -t-j/T) -t- 
3/xa zi(i — 4xi-*-iox?— îJT 1 ) -+- 3/>2 zi (yi — 5 /ixi)-, 
et des équations analogues pour déterminer x 3 , y 3 , z 3 , etc. 

(79). Si Pi ,Qi ne renfermoient d’autres termes, l'un que a cos. f*t, 
l’autre que b sin. /ut, on satisferoit aux deux premières équations en 
supposant xi = A cos. r*t,yi = B sin. ut, où A et B serment 
donnés par 

(jt*’ -4- 3 i) A -f- a (#n -+- 1) -f- a = o, 

u’B-t- 2 ( i m-t-i)f*A-i-b=o, 

desquelles 
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desquelles on lireroit, à cause de i = (m -+- i) 1 -t- -j-, 


A = 


a C m -X- O 


b 



a i) 
P* 


A. 


5 f 


Outre les tenues précédents, si Pi, Qi renfermoient , l’un c cos./a'r, 
l’autre d sin. p!t, on satisferoit, en supposant 

xi = A cos.pt -+- C cos. p't , /x == B sin./ttr-t- D sin./it't; 

et A, B ayant les mêmes valeurs que ci-dessus, C, D seraient donnés 
par ces équations 

(p" -t-3 i)C+a(m+i) /u'D c = o, 

-+- 2 (;n -4- x) /t*' C -+- d = o. 


D’où suit cette réglé générale : Pi étant une suite de cosinus, et Qx 
une suite de sinus d’angles multiples de t, si un des termes de la 
première suite est a cos. pt, et un des termes de l’autre bsin.pt, le 
terme correspondant de xi sera A cos .pt, et le terme correspondant 
de_yx, B sin. p t , A et B étant tels que nous les avons définis plus 
haut. 

(80). Ainsi, en ne faisant d’abord aucune attention aux termes de 
Pi, Qx affectés de x i,_yi, on satisfera aux deux premières équations, 
en supposant 

«1 = A co s.2mt, yx = B sin. 2 m t, où A = — • . 2,n+ 1 .. 

1 * 1 2 m 1 — a — 1 


On mettra ces valeurs de xi,_yi dans Pi, Qx, qui deviendront par-là 
| cos . mit — a -p a 1 cos. 4 mt, — ®sin.2mt — bi sin.4mf, où 
« = — ^ -f-7 • (aA* — B*), ai = iii — L . (2A J -t- B*), 
bi = Üê— /AB. 

a 

On remarquera que dans Pi il y a un terme tout constant a. Mais 
ayant c cos.p' t, si p’ fût devenu nul, la réglé précédente aurait donné 
C = — jj. Elle donne donc dans ce cas -ci, pour le terme de xi 
correspondant à a , jj, et n’en introduit aucun dans_yi.Il suit de là que 

Cl\ *** *+• * ^ 

si l’on fait Ai = — 1 Bi = Ai , on aura 

tci — jj -t- A cos. 2 m t H- Ai cos. 4 mt, yi — B sin. 2 m t -+- Bx sin.4nx t, 

II 
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(81). Passons à la troisième équation, et représentons Ri par 
*1 (C-f- y cos.zme -h J' cos./j/«0- Ces coëflïcients G, y, «T, sont 
faciles à déterminer; il n’en est pas de môme de toute la quantité, 
puisque nous n’avons pas de valeur approchée de zi que nous puis- 
sions lui substituer. Nous ne savons autre chose, sinon que i' sm.lt 
( n" 70 et 77) est une valeur approchée de z, et que par conséquent 
sin.// doit être un des ternies ue la valeur de zi. Soit 

zi = sin./t -+- C sin. (2 m — /) t -+- D sin.(2m -+- l)t 
-t- E sin. (4m — /) / -t- F sin. (4m -t- /) c, 

on aura 


Ri = a sin .// -t- c sin. (2m — /)/-*-</ sin. (2 m -) - /) / 
-H c sin. (4 m — /) t -t- f sin. (4 m -t- /) / , 


— cf 


où a — G — y - 

1 — E / D 

c = GL — y — r , 


E — F 


I 4- F 


d = GD- 
c = 6E -t- — — -, 

a a T 


! C 


on a rejette les termes dans lesquels entrent les sinus de ( 6 m — /) / , 
( 6 ni -+- /)/, (8m — /)f, (8m+ /)t, sauf ensuite à examiner 
jusqu’il quel point ils peuvent influer sur les équations qui serviront à 
compléter la valeur de z. Or un des termes de Ri étant K. sin. A/, le 
terme correspondant dezi doit être : _ t 011 aura donc les équa- 

tions suivantes : 


«=■/-)- 1 — /\ c=(i-H — (2 m — /) J )C, </=(/- t-i — (2m-t-/) 5 )D, 
c = (1 -t- 1 — (4m — /)’) E,/= (1 ■ -t- 1 — (4 m -+- /)’) F, 

dont quatre serviront à déterminer C, D, E, F, et ces valeurs devront 
satisfaire à la cinquième; ce qui dépendra de la valeur qu’on pourra 
donner à I. 

(82). On mettra dans P2 et Q2, de la quatrième et cinquième 
équations, (n° 78), pour au, ji, leurs valeurs , et ces quantités de- 
viendront par-là 

P2 = 22 (b -+- c cos. mit -t- d cos.4m/) -4- yî (5' sin.2m/ -t- 
c' sin.4mr), 

Q2 =X2 (6'sin. 2 mt-\- y sin. \mt)-^-j2 (ê-j-7-cos. 2 m/-f- <fcos. 4 m/); 
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b , c, d, etc. étant faciles à déterminer. On supposera ensuite 
xi = B cos .nt -+- C cos. (a ni — n) t -t- D cos.(2 ni -4- n) t 
-4- E cos. (4 m — n)t+F cos. (4 m u) t, 
yi == B' sin.nf -4- C’ sin. (2m — n) c - 4 - D' sin.(2m -t- n) t 
-t- E' sin. (4 m — n) t -t- F' sin. (4 ni -t- n) t. 

On mettra ces valeurs dans P 2 , Q 2 ; et si l’on fait , pour abréger, 
iB -+- (C-4- D) -t- — ■ (E -t-F) -1- — • (C'-+-D') h — — •(E*-t-F , )=<ii, 

bC -+-I-.(B-t-E) 4 D -4 - t • C 8 ' -+- E') -t- 7 D ' = bi, 

j D + f(B + F) + 4c — x * (B* — F') + jC = ci, 

j E+ I C + iB-^C'+(B' = rft, 

Z- F +ID+ 4 b - 7D' — ^B'=ei, 
e B' - f . (C' - U) - 4 E' -+- £ . (C - D) -H - (E - F) = Ai, 
CC' - -*-• (B'- E') - 4 D'-+- ï . (B - E) -h ï D = Bi, 
ÉD'-h -£• (B'-f- F') - 4 C'-f- 1' • (B- F) H- 2 f C = Ci, 
fE'-t-fC'-4B'-H^CH-i’B = Di, 

«F + iD , + 4B'+^D + |B = E., 

ils deviendront par- là, 

P2 = ni cos./ir-+- bi cos .(2m — n) f-t- ci cos. (2m -t- n) f 
H- rfi cos. (4 m — n) C -t- ci cos. (4 ni -H n) t, 

Q2 — Ai sin./ir H- Bi sin.(2 tn — n ) r-4- Ci sin. (2 ni -4- n) C 
-t-Di sin. (4 m — n) t H- Ei sin. (4m -4- n) t, 

Cela posé, la réglé générale du n° 79 donnera les équations suivantes: 
(1 — 2 — n I )B = n: — '* Ai , « 

[t — 2 — (2 ni — n) 1 ] C = éi — ^TTT Bl » 

[1 — 2 — (2m - 4 - n)’] D = ci — Vr+ Cl » 

C* — a — ( 4 nl — «)’] E = di — Dl » 

[1 — a— ( 4/71-4-n) 1 ] F = «1 — \ ( £~J Ei, 

Hij 
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n' B' = — Ai — in ( m -+- i) ai, 

(2 m — ny C' = — Bi — 2 (2 m — n) (m -+- 1 ) Z>i , 
(im+/i)‘ D' = — Ci — 2 (2/71 -+- n) ( m H- 1) ci, 
( 4 7/1 — Tl)’ E' = — Di — 2 (4 m — 71) (772 -+- 1) di, 
( 4 m — +- ny F' = — Ei — 2 (4 771 /i) {m -+- 1) ei. 


On verra aisément qu’une des lettres B, C, etc. B', C', etc. reste arbi- 
traire : car ayant divisé tous les termes des équations précédentes par 
une de ces lettres , par B , par exemple , 011 n’en pourra tirer que les 

rapports ¥ , -g-, -g-, ¥ , -g- , -g-» -g - » T» TT * et une équation de 

condition. Mais on peut prendre B = 1, puisque e cos.wf doit être 
un des termes de la valeur de .t, et que xi est déjà multiplié par c. 
Il ne restera donc que l’équation de condition qui dépendra de la va- 
leur de 71 ; et elle approchera d’autant plus d’être identique, que cette 
valeur sera plus pies de la vraie. 

(83). Les équations de condition, que ce genre d’analyse introduit 
nécessairement, approcheront d’autant plus d’être identiques, que 
les nombres à substituer auront été mieux choisis. M. Euler fait 


g -= zj £, 0 = 0,01678, e = o , o 5 /\ 5 , 7i = 1 3 , 25604, «* = 12,36892, 
l— 13,42263, 1= 179,22892, i' = 0,08964 ; 

et, par une suite de calculs analogues à ceux que nous venons d’ex- 

I ioser, il trouve les valeurs de x,y, z, dont nous ne transcrirons que 
es principaux termes : 

X= 0,0035871 -f- 0,0002928 COS. 771 7 0,0063746 COS. 2 771 7 

-+- o,o545ooo cos. Tir •+■ o,ooi 5 i 3 ç cos. 2117 — 0,0006994 

COS. (2 771 Tl) 7 0,0001875 COS. (2 771 -+- 7l) 7 H- O, 0101676 

cos. (2 771 Tl) r -t- o, 0019870 cos. 2/7, 

y — — 0,0006162 sin.Tiir -h o,oio33o4 sin. 27717 — 0,1094678 
sin.rtr -t- 0,0007488 sîn.2/17 -t- 0,0009266 sin. 2 (m — n) c 
— 0,0222601 sin. (2771 — 7i ) 7 — 0,0001766 sin. (2771 -t- 71) 7 
-t- o,oo3i643 sin. 7 — 0,0019803 siu.2/7, 

z = 0,0896400 sin ./r -t- o,oo33265 sin. (2771 — /) c — 0,0024669 
sin.(77i -+- T) t — 0,0072460 sin.(77i — /) 7 — 0,0011787 
sin. (2 771 — ; ri — /) 7. 

(84). En mettant dans ces formules, pour chacune des indétcriai- 
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nées , mi , ni, II, etc tous les angles , depuis o degré jusqu’à 36 o", 
on formera des tables dont ces indéterminées seront les arguments : 
il y eu aura autant que de termes dans les valeurs de x, j, z. Ces 
tables en supposent d’autres où l’on cherchera d’abord la longitude 
moyenne de la lune, <p ; celle de son apogée, la longitude moyenne 
du nœud ascendant, G; la longitude moyenne du soleil, r; celle de 
son apogée, tt. On réduira le temps donné en temps moyen; étayant 
trouvé pour ce temps les éléments précédents, on en conclura l’élon- 
gation moyenne de la lune au soleil, où — r = mt; l’anomalie 
moyenne de la lune, où <p — a = ni; l’argument moyeu de la lati- 
tude, où ® — G — h; l’anomalie moyenne du soleil, où r — 7 t = t; 
puis 2 (/« — n) 1, (2 ni ■+■ n) t, etc. O11 fera ces substitutions dans 
les formules dont il s’agit; et les valeurs des co- ordonnées x, y, z 
qu’on en tirera approcheront d'autant plus d’être vraies, que les 
termes qu’on aura négligés seront moins considérables. Ayant 1 -t-x 
etj, il sera facile d’en tirer l’angle dTM (fîg. Vil) par cette pro- 
portion i -t- x ; y ; ; 1 i tang.dTM. On ajoutera à cet angle, que 
nous nommerons 'î', la longitude moyenne DT d , et on aura la longi- 
tude vraie de la lune. Le même triangle rectangle TOM donnera TM 

= ; et le triangle rectangle TML, tang.MTL = . 

Selon que cet angle, que nous nommerons L, sera positif ou né- 
gatif, la latitude de la lune sera boréale ou australe. Mais on a aussi 
cos.L i 1 1 1 TM 1 TL; donc la distance de la lune à la terre a pour 

expression L X CIa + • H faudra multiplier le rapport cu> t ' x ^< ”■ ,| ' p ar j a 

quantité constante 56 ' 48" pour avoir la parallaxe horizontale équa- 
toriale de la lune. 


( 85 ). Les constantes arbitraires, que l’intégration des équations 
diflêrcn délies introduit nécessairement, se déteimincnt au moyen 
des éléments de l’orbite (11° 4), ou plutôt elles 11e sont que ces élé- 
ments eux-mêmes. Ils seroient invariables si les pianotes étoient sim- 

f dément attirées par le soleil; mais comme elles agissent les unes sur 
es autres, ils sont sujets à de petites variations qu'il s’agit de déter- 
miner. Si M' étoit troublé dans son mouvement autour de M, non 
seulement par M" ( n° 5 1 ), mais par d’autres corps M'", etc. dont les 
positions par rapport à M fussent déterminées par les co-ordonnées 
x'\/\ z", etc. les équations du n°73 prendroient la forme suivante: 


J'x Kz Y _ t’y K .r , V -, X: 

où K = M + M', 


-t- Z — o , 


Digitized by Google 


t - “ 


62 


ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

X = M" -H ^r) -4- M'" +^)+ etc. 

Y = M" -+r ÿr) -4- M"' -K ^1) H- etc. 

Z = M" -+- Ç) -+- M"' -f- j^) -f- etc. 

A == \Z(x*-t-y' -+• 2 J ). A ' = t/(*'‘ -4- y* -+- Z ,J )iCtC. 

/ = y/[(x — -r')* -+- (/ — y y 4- (z — «')*], 

«T = v/[(x — *")> 4- (7 — /')* 4- (z — z") 1 ], 

etc. Une remarque intéressante, c’est qu’en intégrant Xdxydy, Z dz, 
la première en ne faisant varier que x , la seconde en ne faisant varier 
que/, la troisième en ne faisant varier que z, on a la môme quantité 

(V) M" (îi±ÿ±ü:_i) -4- M-" i) -+- etc. 

on pourra donc substituer à X, Y, Z ces quantités 
(86). A cause des équations (n° 33) , 
ydx — xdy = Mdt, zdx — xdz = Nr/r, zdy — ydz = Odr, 
que nous désignerons dans la suite par les équations (a) , on a 

d.- = — p ~ 

^ >■ x {xdy — ydx) -+~ z {zdy — ydz) M x — O i ^ ^ 

d z x {xdz — zdx) -f- r (ydz — zdy) Ni -+■ Oy 

On a aussi 

Ki d-x y K r J '- r V K = <, ‘ z 

~ A» dl * * •*' dl * ’ A‘ </** 

donc 


dl. 


Z; 


K<*. -î = — M — N ^ — (MY -4- NZ) dt, 

Kd. i = M - O £ 4- (MX - OZ) rfr, 

Rrf . i = N £ -4- O £ -f- (NX 4- OY) dt. 

En intégrant, on en tire les trois suivantes, que nous désignerons 
dans la suite par les équations (6) : 


M tfy -+• N</r 


A 

Kv 


dl 

M ds —O dz 


’(A )-•/[ 

11= ”±+°£-(Q .. ../[ 


dMd y + dSdz (M Y 4- N Z) dt], 

dMdx-dQdz — (MX — OZ) dt], 
rfN </r -f- dO dy 

~di 


— (NX4-OY) dt]: 
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les constantes arbitraires sont renfermées dans les quantités A, B, C 
qui seraient ces constantes mêmes si les forces perturbatrices deve- 
noient nullcs ; car alors on aurait aussi M, N, O constants. 

(87). Je multiplie la première de ces équations par x, la seconde 
par j, et la troisième par z; je les ajoute ensemble, et je trouve 

KA = M ( ydx — xdy) -t- N ( zdx — xdz) -+- O (z</y — jdz) 
■+• Ax — By — C z, 

ou , à cause des équations (a) , 

(18). . . . Ka = Ax — By — Cz -+- M’ -+- N 1 -t- 0 \ 

Au lieu de multiplier ces équations (6) par x, y, z, multiplions-les 
respectivement par dx, dy, dz, puis ajoutons les ensemble; ce qui 
nous donnera 


(19) . . . . Kt/A = A dx — Bdy — Cdz, 

qui est la différentielle de la précédente , en y supposant A, B, C, 
M , N , O constants. A ces équations nous joindrons les suivantes des 
n" 33 et 36 : 

(i 3 ). . . . Mz — Ny h- Ox = o, 

(16). . . . M dz — Nrfy -t- O dx = o. 

De plus si, dans l’équation (i 3 ), nous mettons pour x.y, z, leurs 
valeurs tirées des équations (£), nous formerons celle-ci , 

(20) OA -4- NB — MC = o, 

qui doit avoir lieu généralement entre ces six quantités. 

(88). Ayant fait, pour abréger, 

M’ h- N 1 -+- O’- = 11% A 1 B 1 -t- C 1 = A’, 
on tirera des équations (i 3 ) et (18), 


_ am + co 

y — an — uo 

et , à cause de 


O 


Ka — n* 
AN— ISO» X 


BM + CN „ , vr Ka - n* 
AN — iio " AN — ISO » 


(AM -t- CO) a - 4 - (BM -+- CN ) 1 - 4 - (AN — OB)* = n 1 A 1 

(CM — BN — AO)* = n j A% 

O (AM h- CO) -i- N (BM CN) = Cn* M (AO h- BN —CM) 

= en*, 
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si l’on met ces valeurs de y, x dans l'équation A’ = x' z% 

on aura 


(AN — ony A* = n* a>z* h- aCn’CKA — n*)z -+■ (O* -h N’) 
(Ka — rr)\ 

Mais (O’ -i- N’) A 1 — O n* = (AN — BO)*; 
en faisant donc, pour abréger, 

= r, ± v/(iRa — n- — ta*) == n, 


on conclura de ce qui précédé les valeurs suivantes de x,y, z : 
x = A üi-r- 21 -f - ™ a . 

JK=-B + 


z =— C 


A* 

-H 

A* 

Ka — n* 


AM -4- CO 

A* 

H- 

A“ 

K a — n* 

-t- 

AN — BO 


n, 


(89). Les équations (i 3 ) et (16), (18) et (19), ayant lieu à la fois, 
il suit que les six quantités M, N, O, A, B, C, pourront être regar- 
dées comme constantes pendant le temps infiniment petit dt\ et que, 
pour avoir di en expression de ces quantités et de A, au moyen de 
ydx — xdy = M</{ (n° 36 ), il faudra différentier les valeurs de 
y , x, que nous venons de trouver, en n’y faisant varier que A. On 
trouve de cette manière 


ydx — xdy = [B , (BM H- CN) H- A . (AM -+- CO)] 

et pareeque l’équation (20) donne B . (BM-t-CN)-t- A. (AM -t- CO) 
== M A’, on en tire 

j. — srfa' 

al — — n ‘ — IA ')* 

Pour comparer cette équation à dt — r -^- ( n° 39), il faut chasser de 
celle-ci ? au moyen de cos.(<P — ") = 7- — « ' 7 / ' Cela fait, il 
vient 

J. « (I — >') m 

A * y/[ 20 (t — t*) r — (I — «*) r* — a* (l — O* J * 


Or en résolvant l’équation c’ r’ =■ [r — a (1 — e’)]% on trouve 
r = a (1 rir e) , c’est-à-dire les deux rayons vecteurs qui passent par 
les absides de l’orbite. Donc l'équation d C = — n* — ra») 

ayant lieu, soit que les éléments de l’orbite soient invariables ou non, 

il 
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il est clair que les absides sont rigoureusement dans les points qui ont 
pour rayons vecteurs les racines de l’équation 

iKa — n ' — r a* = o ; 

et y , moitié de la somme des deux racines, est la distance moyenne. 
Nous l’aurions vu par la seule comparaison des deux formules : car de 
K = n (1 — e') , T = i — c’, IV = a* (i — c*)\ 
on tire que -£■ est la distance moyenne , ~ le paramètre , et 
\/(i — ( = y ) l’excentricité, en n’entendant par ce mot 

que le rapport de la distance des deux foyers au grand axe. De plus, 
puisque il = o donne le grand axe de l’orbite, la position de cet 
axe , relativement au plan de projection , sera déterminée par les co- 
ordonnées 



on aura donc (n° 35 ) 

la tangente de la longitude de l’aphélie = — ■£, 
la tangente de l’inclinaison de l’axe surlc plandc projection = ^ ~ ^ bV> , 
(90). En différentiant les équations (€), on trouve 
dM = **'-**? = (Yx - Xy) de, 
r/N = = (Z.r — Xz) de, 

dO = = (Z y — Yz) de; 

ou , ce qui revient au même ( n° 85) , 
dU = de, 

rf N 

d0 = (jiï — z > dt: 

comme N = M tang. y cos. € , O = M tang. y sin. 6 (n"35), et que 
M‘ - 4 - N 3 -+- 0' = n', ces formules serviront à trouver les variations 
de la longitude du noeud, de la tangente de l’inclinaison, et du para- 
métré de l’orbite. 


I 
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(91). Les équations du n° 86 

dA = _ (MY -+- NZ) it, 

dR = d " dr - do Ji _ (MX — OZ) de, 
de = dS .. J d-±Jll± — (NX -+- OY) de 


deviennent, en y faisant les substitutions tirées des équations précé- 
dentes et des équations (a), 

dA = — ^ {ydy -*-zdz)-t-^-{ixdy—ydx) -^^{ixdz—zdx), 
dV> = { xd.t H- z Je) — Ç- x {-zydx — xdy) — (2 ydz —zdy), 

dC = £ {xdx-*-ydy) — ~{zzdx — xdz) — ^ {2zdy — ydz). 


On mettra pour ydy ■+■ zdz, xdx -+- zdz, xd.r -+-ydy, leurs valeurs 
bd A — xdx, A c/A — ydy, Ac/A — zdz ; on fera 


oit la caractéristique cf désigne la différentielle de V, en ne faisant 
varier que les co- ordonnées relatives à la planète M' ; et par ces 
substitutions, les mômes équations seront changées en celles-ci: 


dA = — i- Ac/A -+- 2X cf V — W dx, 

a jo 


dR = jy Ac/A — •zy <TV -t- W dy, 
dC = £ Ac/A — 22 cf V -+- W dz. 

ai 

Avec ces équations on déterminera la variation de l’excentricité ; 
celle de la longitude de l’aphélie, dont la tangente est — ; et celle 

. Q 

de la latitude de cet aphélie, dont la tangente est ^ A . ^ B .j - 


(02). On a 

ric/ri = M</M h- N</N -t- Oc/O = (n° 90) {7^ x — ^ y) 

( ydx — xdy) H- (jjj x — ^2) ( zdx — xdz ) •+- (37/ jj 2 ) 
{zdy — ydz) = (n°9i) WAc/A — A’cfV; 

donc, à cause de A J = K. 1 — rn*, d’où l'on tire Ac/A = — rric/n. 
— rr Ü,ona aussi 

Ac/A = TA’cfV — rw Ac/A — rr 
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Mais Ad A = A d A - 4 - B </B ■+* C dC = ( n° 9 1 ) — a</a (A ^ — B 
^ — C ^) -+- 2 (A.r — Bj — Cz) / V — W(Arfx — Brfj — G/;) 
= (n"8 7 )-irfA(A^-Bl v -C^)+ 2 (KA-n-) cfV 
— WKrfA. 

De plus on tire d’équalions du n° 86 

<a - y -+- (B -f- h- ce -4- -4- 

(M</x — O»/;)’ (N</x -4- Odj)* 

77- 1 J? » 

ou K 1 + A’ — ^ (Ax — By — Cz) = n* dt ‘ + + _ (Mrfi 

— N rfy -h Orfx)% 

qui, étant combinée avec les équations (16) et (18), donne 

dz' -f. dy' + dz' 2 K 

il' a 1 • 


A cause des équations (a), on tire encore de celles du n° 86, dont il 
vient d’ôtre question, 


A = H-x 
C = — — . 


dx* - f- dy* + dz* 

, Adsdx 


Kx 

_i r- , Adsdz 

dt* 

J,- 


A 

^ + d.‘ » 

+ dz* 

Ad Ady 

K Y 


f,, Ad Ady 

J dt* 9 

ât* 

di * 

A 


dx* - f- dy* -f- dz * 

Ad Ad: 

K = 


t~" Ad Ad: 

Tz d,- i 

dt * 

dt* 

A 



et par conséquent 


A ç - bÇ- c Ç- = — — 

dx djr di A 


rvv- 


A d A J V 


donc, à cause de A a rfA* = 2K.A — rr — Ta 1 , 

Arf A = (TA’ — II*) J' V — TWArfA. 


(93). En rapprochant les deux valeurs de ArfA, on trouve 
^ = J' V, équation infiniment simple qui servira à déterminer la 
variation de la distance moyenne y. Quant à la longitude moyenne, 
la vitesse de son mouvement seroit proportionnelle à ( n ° 3-^ 

si l’ellipse ctoit invariable; et de ce que, les éléments de l’orbite n’étant 
pas constants , on peut les regarder comme tels pendant le temps 
Jt, il suit que généralement la variation de la longitude moyenne 
sera déterminée par la formule — ^ rf r. 

Iij 
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Voilà les formules propres à déterminer l'effet total de l’action mu- 
tuelle des pianotes pour changer les éléments de leurs orbites. On 
mettra dans ces formules r cos. p, /•sin.©, r' cos.©', r' sin.©', etc. au 
lieu de x, y, æ*, y\ etc. (11° 49 ) ; et les ayant développées, après 
avoir snbstitué à V, r', etc. leurs valeurs en sinus et cosinus des an- 
gles ©, ©', etc. et de leurs multiples, et ensuite à ces longitudes vraies 
’©, p' , etc. leurs valeurs en longitudes moyennes (11° 72), on trouvera 
une suite de termes, dont les uns contiendront des sinus et cosinus 
de ces angles proportionnels au temps, et dont les autres n’en con- 
tiendront pas. Les premiers donneront les variations périodiques : 
ceux de ces termes qui 11c contiendront point de sinus et cosinus 
donneront celles de ces variations qu’on a nommées séculaires, qui 
n'ont aucune période lixe, ou du moins qui 11'onl que de très longues 
périodes indépendantes du retour des planètes aux mêmes points de 
leurs orbites. 

(94). Il est bien certain que, par les substitutions que nous ve- 
nons d'indiquer, V ne pourra contenir qu’une suite de termes de 
cette forme : 

A siir.(ffi<t> -+- «'!>' -t- etc.) on A cos . ( m © -+■ n<b' H- etc.) 

<t>, <I>’, etc. étant les valeurs moyennes de p, ©', etc. ni , n étant des 
nombres entiers positifs , ou négatifs , ou zéro, et A uniquement 
compose des éléments des orbites des différentes planctes ; et puis- 
que dans «f V il n’y a que les co- ordonnées relatives à la planete M r 
qui doivent varier (11° 91), le terme dont il s’agissoit tout-à-l’heure 
donnera dans la valeur de cIV celui- ci : 

awA cos.(m<t> -t- n®' -t- etc.) ou — 2 m.\ sin.(m<t> - 4 - 11 etc.); 

les termes sans sinus ou cosinus, qui pourront se trouver dans V, s’en 
iront par la différentiation relative à <1>. 11 suit de là que les variations 
de r ne peuvent être que périodiques ; et que par conséquent 11L la 

distance moyenne, -p» n i I a 'îlesse du moyen mouvement, -~i r 
11e seront sujettes à aucune espece de variations séculaires provenant 
de l’action mutuelle des planctes : s’il est vrai que le mouvement de 
saturne sc ralentisse de siècle en siecle, et que celui de jupiter s’ac- 
célère, il faut attribuer ces variationsà d’autres causes. Ainsi lorsqu'il 
s’agit de variations séculaires, ef V ou dV — o, et T est égal à une 
constante qu’on déterminera parles distances moyennes et les moyens 
mouvements des différentes planètes. Si nous prenons la distance 
moyenne de la terre au soleil pour l’unité des distances, et t pour 


1 
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l'angle de son moyen mouvement, nous aurons pour la terre = 1 , 

et — jp- = 1 , d’où R=i et T = 1. Mais K. = M -4- M’ = M, 

puisque la masse de la plus grosse des planètes est infiniment petite 
auprès de celle du soleil; nous pourrons donc prendre la niasse du 
soleil pour l’unité des masses de toutes les pianotes. 

(95). Occupons-nous maintenant des variations séculaires des 
autres éléments. Dans plusieurs de ces recherches nous pourrons 
n’avoir égard qu’aux premières dimensions des inclinaisons et des 
excentricités, que nous négligerons même lorsqu’elles seront affec- 
tées des quantités fractionnaires très petites M’, M", etc. Nous avons 
trouvé (n°9o), 

N = Mi 1 cos. 6 , O = Mi ' 1 sin . €, 
i' étant la tangente de l’inclinaison de l’orbite. 

Nous avons aussi trouvé ( n° 9 1 ), 

tang./i tang.<7 = V(A 7 p B - , 

p étant la longitude de l’aphélie, et <7 sa latitude, d’où l’on tire , à 
cause de A = i/(A* -t- B’ -+- C’), 

A = A cos .p cos .g, B = A sin./r cos.9, C = — A sin. 17; 

d’ailleurs A est l’excentricité, puisque K = 1 , et <7 est déterminé 
par l’équation 

tang.9 = i r sin.(p — G) (n° 34 ). 

Il suit de là que A, B, sont tics petits du premier ordre, 

et C très petit du second , car sin. 9 est très petit du premier. Donc 
n étant = M/(i + ^ + î£-), et r = = -£t ( n° 88 ), 

on peut prendre M = Il et M = -A- ; et comme ÿ est la distance 

moyenne de la planete au soleil, M sera une quantité finie, et N, O, 
des quantités très petites du premier ordre. Un en conclura encore 
que t/M = o, puisque, lorqu’il s’agit de variations séculaires, il r = o. 
Maison tire des équations (ta) et (18) (u'by) 

z = r , A = r ( A cos.p — B — C z -f- n 

donc z est très petit du premier ordre , comme on le savoit déjà , et 
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on peut se contenter de A = r (A cos. p — B sin. p) n\ 
et, à cause de A = \/(.t 5 -4- z 1 ), de A = r; donc 


I -+- A — B sin.# 


et dr = ■ 


■ B ros. 


-dp. 


i — A cos.» -f- li sin # r 

Nous avons nommé <t> la longitude moyenne; donc dP = r \/T de, 
et <P = T \/r /, puiscjuc r est constant; donc de de = , 

on tire 

r/ 4 > = (1 + aA cos.ç — 2B sin.?) dp. 


Donc P ncdifFcre de <I> que de quantités très petites du premier ordre; 
et si ces quantités dévoient être multipliées par d'autres quantités très 
petites , telles que M', M", etc. on pourroit les négliger , et mettre 
par- tout <1> pour p ; ou, conservant p, le regarder comme étant la 
longitude moyenne. 

(96) Les formules propres à déterminer les variations séculaires 
de la position des oibitcs des planètes sont (n° 90), 

f/N = (37 * — 72 ‘ /0 = (37/ — IJ *) dt » oi * (n* 8 j) 

37 * — r* z = M " (tt — tO (*' z — x *) -+- ctc - 

£7 -%*=*&-•*) &*-?*)+** 

Nous marquerons d’un trait les quantités qui se rapporteront à la 
planele M", de deux traits celles qui se rapporteront à la planète 
M'", ctc. et pareeque les masses de ces planètes affecteront tous les 
termes de ces formules , et qu’en outre ils seront tous multipliés par 
N, O, N', O', nous pourrons y regarder p comme étant la longitude 
moyenne, et y faire A = r = -L, A' = / ' = etc. nous trouve- 
rons de cette manière 


. 1 » /N sin.# — O cos.# 1 N' sin #' — O' cos.#* _ » 

x'z — xz' = r'r ^ : cos.p' jp cos.ip) 

= 7TF [(4 -+- îf) sin.(# — <p')H-(£ — £) sin.(®-t-<p') 
— (iT — if) (cos . ( <p -f- <p' ) H- cos.(® — <?'))], 

y z — yz' = r’r ( *»»■■■» -<>«■■» sui.p'— sin. tp ) 

= 7 yjr [('H T?) (cos.(® — p') — cos .(# -+- #'))-+- 

(yr TT") sin.(? — #') — (£ — -£) sin.((p -H *0 ]. 
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(97). On développera ^ = (r 1 -4- / 1 — 2/Vcos.(?> — ?'))“’ (n'09) 
en une série convergente, ce qui sera toujours possible (n* 19) , 
puisqu'il suffit pour cela que l’une des deux quantités r et r' soit 
plus grande que l’autre. Si cette série est représentée par fi -+- fil 
cos.(<p — <p l ) -t- jua cos.2 (<? — <p') -+- etc. on aura 


— jt7= fi — fi 1 cos.(p — «P 1 ) -t- /tt2 cos.2 (<p — <p') etc. 


Ayant fait les multiplications indiquées, on ne retiendra que les 
ternies qui 11e contiendront ni sinus ni cosinus, et les formules pré- 
cédentes se réduiront à 


'N (*-£)«“ -etc. 

dt h- etc. 


C • . O O* 1 , N K’ r r 

Soit — = x, - S T= X , etc. — = y, -JT —y , etc. x, x , etc. 
étant de nouvelles variables qu’il ne faut pas confondre avec les co- 
ordonnées x, x', etc. à cause de dn = o, on aura 


dO = n dx = ±-, d N = n <//=£, 
et les équations précédentes deviendront 

dy = -p±(x-x')dt-clc. 

dx = ^FVT O' — y’) dt -+■ etc. 

On trouvera , pour déterminer les variations séculaires de/', x', ces 
équations 

d y'=-7T7P (*'-*) dt etc * 

dx ' = TTVF' (/' — J) dt *+• etc. 

et ainsi de suite. Toutes ces équations sont linéaires, et pourront être 
intégrées par les méthodes connues, comme nous le verrons dans un 
moment. 

(98). Les variations séculaires des excentricités et des aphélies 
seront déterminées par les équations 

dA — — Ad A -t- 22: «TV — W dx. 

dx 7 

dû = ~ AdA — 2/ cfV - 4 - W dy, 

et leurs analogues, où l’on rejettera les termes qui contiendront des 
sinus et cosinus. 


72 


ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

Nous prendrons A/M = rdr, et nous négligerons les termes multi- 
pliés par z , et par conséquent tout Ç- ; ce qui réduit S V à ~ dx 

t/W * " < * r 

-f- yj- dy. Mais si l'on substituoit dans V, pour x, y y x\y' t etc. 
leurs valeurs r cos.?, /-sin.?, r'cos.?', r'sin.?', etc. on auroit aussi 
J'Y = -J 1 - d r -+- d$\ donc à cause de 


dx = dr cos.? — rdtp sin.?, dy = dr sin.? - 4 - rdp cos.?, 
/,/v _ , ,/v . . /rfv . j\ 

(.37 cos -® *+- 37 Sln *®) dr ~ (37 sin -® — 27 cos. ? ) rrf? = 

3V , , dV . 

37 < lr 37 r/ ®- 
On en tire nécessairement 

«/V </V „ , 3V . . ,/V /,/v . jv 

,77 = ,77 cos ’® ’ + “ 37 sm *®» 37 ~ ~ r (37 sm -? — 37 cos.?), 

et par l’élimination 

donc 

JV=£dr+ £<f?, W = £r ; 

et par conséquent 

d A = y; r’ sin.? r/? -+- ^ (sin.? dr-h zr cos.? </?), 

réB = ^ /“cos.? //? H- (cos.? dr — 2 r sin.? //?). 


Ç = ~ cos.? — ^ ~ sin.? -f- ÇL 

dx dr r dt r ' dj dr ~J 


partant 


a v a y 

~d7 ’ 57 » 

nous 

avons trouvé (n° 85) 

ftV 

M" | 

r ‘rco!e— r'cni»' • r'c os * ' "] 

d x 

/* H Z 77 "” Jl 

dV 

M" | 

"rsin.f — r f sin.# ' , r' 

dj — 

/* A*' J* 

dv 

M'' j 

“r — r' co*.(* — t') t cos.(* — *') 

dr 


II 

> 1 * 

M" [ 

•JT — ttt J r sin.(? — ?'). 


( 99 ). Les formules dont il s’agit maintenant demandent à être 
calculées avec plus d’étendue que les précédentes, parccqu’on n’y 
voit pas aussi clairement les termes qu’on peut négliger. Nous ne 

nous 
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nous contenterons pas de supposer ? = ® ; mais de ® = ? -+- 
2 A sin.? H- 2 B cos.? (n° tj 5 ), nous tirerons (n° 20) 

? = <î> — 2 A sin.® — 2 B cos.®, 

r/? = r/® (1 — 2 A cos.® -H 2 B sin.®), 

sin.? = sin.® — A sin. 2® — B . (1 -f- cos. 2 ®), 

cos. p = cos.® -+- B sin.2® — A . (1 — cos. 2®), 

sin.fr/? = r/® (sin.® — 2A sin. 2® — 2B cos. 2 «I»), 

cos. ?r/? = </® (cos.®- 4 - 2B sin. 2® — 2A cos.2®). 


Il suffira de prendre 


1 -+- A «>».♦ — B *in.# r 
; , dr= — 


A sin.^ -h B co5. ♦ 


rf®, 


(.♦ — aB *in.# 


; d’où l’on tir era 


dr sin.? = — pp [A . (1 — cos.2®) -t- B sin. 2® ], 
dr cos.? = — pp [B . (1 -f- cos.2®) -4- A sin.a®], 
r sin .?</? = — ^[B.(i+3 cos.2®) -4- 3 A sin.2® — 2 sin.®], 
r cos.?r/? = pp [A . (1 — 3 cos. 2 ®) -t- 3 B sin.2® -t- 2cos.®], 
r J sin.?rf? = — pr [B .(1 -t- cos.2®) -t- A sin.2® — sin.®], 
r’cos.?</? = pr [A . (1 — cos.2 ®) -4- B sin.2® -+- cos.®]. 


Il faudra faire les mômes substitutions dans j - , 77 : or si, pour dési- 
gner les valeurs moyennes de ces quantités, et de leurs différences 
partielles prises par rapport à r, r', ?, ?', on convient de les mettre 
entre deux parenthèses, on aura, en marquant d’un trait les quan- 
tités qui se rapportent à la planete M", et nous ne supposerons que 
cette seule planete perturbatrice pour abréger; on aura , dis-je, toutes 
les substitutions faites ( 2' théorème , 11° 1 6 ), 


</V /JV\ A cos.* — B sin ♦ / J*V \ A' cm.*' — B’sin.*' 

37 = \ 77 ) { 37 ^) T '-{ 771 ?) ? 

2 ( [7777 ) (A sin. ® -f- B cos. ®) — 2 (~p) (A' sin. ® ' -4- IV cos.®’), 

2 (ypr) (A sin.® -1- B cos.®) — 2 ( 4 ^) (A 1 sin.®' -4- B' cos.®'). 

' ' T r 
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( i oo). Nous avons représenté (11*97) * a quantité irrationnelle jj par 
p-+- au cos.(® — ®') -+• “a cos.2 (® — ®') -t-etc. 
nous aurons donc 

= M" [rjM — — 5 — -H — r\ (f* -4~)] cos -(? 9') 

-4- etc. -t- =- ( ;,r ■ ’’* ]. 

= M" [rr 1 (ju — sin.(® — ®') -+- etc. — £ sin.(® — ®')]; 
et à cause de , l'équation de condition 

<*) ^,-r> î + rr' (£ - *£) = o. 

En continuant de diffcrentier, 011 trouve 


= M" [>H- r g - ^ & -4- (mi ■+■ r £ -/.(£ - £)) 
co 5 .(® — ®’) -4- etc.], 

= M "[4-T-TÎ7 + ('37->‘-T- 

r • (&■ -fe)) «*•<* - *’> -1- oie. — 

= M" [ ( — r/i 1 -4- r'. (/* h- sin.(® — <p') -4- etc. — 

sin (9 — *') 1 

7 71 J» 

= M" £ ( r,u. 1 — /■'. (^ -4- sin.(® — ®') -4- etc. H- 

sin (* — e'j 1 

r’ * J» 

= M" £(r • (a* — *7) -+- rr'. (£-&)) sin.(® — ®’) 
-h etc. -t- J, 5 i,ir ;,r , ) ], 

= M" [rr’ (^t — cos.(® — ®') - 4 -etc. — ^cos.(® — ®')], 
= M" [rr'( — //. cos.(® — ®’)- 4 -etc.- 4 -prCos.(® — ®')]. 


Mais nous ne devons consen'cr que les termes sans sinus et cosi- 
nus : il suit des calculs précédents , que les différences partielles 

77 ’ 77 > i! J r > » ne P° urr °nt donner de termes semblables qu’autant 
qu'elles ne seront multipliées par aucun sinus ni cosinus, ou qu'elles 
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le seront par cos.( 4 > — ©'), ou les cosinus des multiples de © — ©'; 
que Ç; , -j—-. , £rj- f 1 ne pourront donner les tennes dont il s’agit 
qu’autant quelles seront multipliées par sin.(<p — ©'), ou par les 
sinus- des multiples de cet .angle; que -jjjp, n’en donneront 
ou’autant qu’elles seront multipliées par cos. (9 — ©'), ou les cosinus 
«les multiples de cet angle. Nous pourrons donc écrire d’abord 

" - - m - * m m - *• cm 

cos. (® _ -t- ((£i,) — r (S)) *“• <• — •' )] t? . 

<> b = ces) -h * (s)i m -* > r (s?)) 

»s. (. - «') +((S) - r (S)) - »')] 

(101). 11 n’est pas moins clair qu’il 11e faut prendre de 
fô) -+■ TF (^) V 10 lc tcr,ne 

« !_ / [_ 1 \~[ 

1VA Lar ar' ^ ar* V* ar» t/r/J » 

d « 7F (S) -F * r (£J). 1“ lo 1»™= 

M ” [à (t - 5 » H- H 5 ) - 77* (& + &) H- r”] 

COS.(<t> — O') ; 

* GS0--Kfi).Ve 

M" sin.(* — ♦»): 

bien entendu que /*, /ui, et leurs différences partielles, no sont 
là que pour leurs valeurs moyennes. Nous éliminerons d -£-,, 1 

en remarquant que n, /u.i , /«a, résultent du développement d'une 
fonction homogène de r, r' de dimension — 3 , et que par consé- 
quent ils sont de pareilles fonctions des mômes quantités de dimen- 
sion — 3 . On doit donc avoir (C. I. p. 90), 

„ d/t | » dp O du l , t dut n 

r 77 - Jt ~ r 7 p-=— 3 ^,r- r H-r'-£ 7 = — 3 ^ 1 , 


du a 


,1 7 1*1 


■ rf ^ = -3 /*>; 

équations au moyen desquelles on fera les éliminations dont nous ve- 
nons de parler. 


Kij 
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Ou éliminera ensuite au moyen de 1 équation (t) , et on met- 
tra j pour sin.(<t> — <I>') 3 , et cos-f® — <!>')% et (n° p 5 ) ï\/r de au 
lieu de </ «t> : toutes ces substitutions faites, on aura 

,/A = -M" [§£-#-♦-£(&- £ '-£)] £ - 
M" T JLL £J. i (ijt Il l'iiM LIf 

i>A |_ai* r ^ rr' \dr ar <ir ) J av r> 

rfB = M" [Se -jî + ^ (S-îh #)] &'h- 

■«•il f e* e> • / <A» r’ av< 

M L»r’ r - + "ri'V<*' u </r ^ J Jv /r* 

(102). On pourra encore éliminer de ces formules , —■ et n 2 

de la manière suivante. O11 a 

-p- = /u-h /ui cos.(p — 9') -f- /us cos.a(i? — $') -+- etc. 

et £ 3 = r 1 -t- r 1 3 — srr 1 cos . (9 — ?'). 

En différenliant par rapport à r, on en tire 

= £ Q cos ( p _ <p- } ^ cos . a(# _ ^ 

-4- etc. 

ou, mettant pour r — r 1 cos.(<P — <p') sa valeur ■ ■~- ' 2r + ‘ , 

H- y cos. 2 (<p — <p') -+■ etc. 

En difFérentiant par rapport à <f — on trouve 

3 "'<‘ n-t' — » _ flll s in.(|ÿ ip') -t- 2/U2 sin.2(ip — <p') -t- etc. 

Mais 

£=£ sin. ( 4 > - = - [ M - V -H V- (£ - iSr)] sin. » - *') 

— etc. 

mettant donc pour sa valeur donnée par l’équation {yi ) , on tire 
de la comparaison des équations précédentes, 

irr'^2 = (r 3 H- r’ 3 ) yui — 3 rr 1 ^. 

Je reprends l’équation 
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où je mets pour —r sa valeur /u-+- etc. et pour cf'- sa valeur r 3 -f-r ' 3 — 
arr' cos . (<P — ?' ) ; par- là je la change en celle-ci: 

(/■’ — T 13 (yM-t-yUl COS.(<P — ?') H- etc.) = /v'( /U 1 H- y — 

fr* H- *) (A* T £) H- ["' C a M h- y . _f_ £)] 

— (r* -+- /■'*) (/*! -t- y yy)] cos. (<p — <p') -+- etc. 

qui, devant être identique , donne, après avoir mis pour no. et 
leurs valeurs , 

('• — ''O M = (Ml +T77)- ('* *+■ !■'*) <M V £), 
r ‘ 7 r Ml =4 ^(MH-t^) —(/■’-*" f' 1 ) (Ml-t-y^)- 

De celles-ci on tirera facilement 

. 4- a.3i> _ gi-VH-(ar— 


*•>» 

rfr a (r* — r ft ) * tfr 


et les quantités qu’il faudra substituer à ^ — , — — 

dans les formules du n° précédent, seront T -~- — 3 l>, V ni. 

Ainsi ces formules deviendront 

ja = m" 

" = - M " Pr f *0 A'] 

(io 3 ). Au lieu de A, B, nous mettrons .r, j, comme dans le n° 97, 
et nous marquerons d’un trait les quantités analogues qui se rappor- 
tent à la planète M"; de deux traits celles qui se rapportent à la pla- 
nète M’", et ainsi des autres. Nous nous servirons aussi d’une notation 
fort commode de M. de la Grange ; et d'abord , au lieu de Mi , etc. 
nous mettrons (r, r'), ( r , / ') 1, etc. ou (r', r), (r', r ) î, etc. selon 
que la planete perturbatrice sera M" ou M' : on voit assez ce que nous 
entendrons par (r, r"), ( r , r") 1, etc. (r', r"), (r', r")i, etc. etc. 
nous ferons ensuite 


M "(r* i t v 

4 r r y/r 1 ) * 


M'" (r. r") 


- = (o, 2 ), etc. 


M«(S(r,r')-i^(r,r')i)=[o,i] f 

M"’(3 ( r » r ") - (G r ")0= [o, 2 j, etc. 
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et nous aurons ces équations 

jf — [(o, i ) H- (o, 2) -+- etc. ] y—> *[o, 1 ] /— [o, 2] y" — ctc.=o, 
yj -+- [(0,1) - 4 - (o,a) -4- etc.] .r-t- [o, t] a;'-4-[o,2] x''- 4 - etc.=o. 
En faisant pareillement » 


l'tr", 1 / .. r-)l , . 

TFTr- = — 4 ' r— ■ - = < 2 > •>• c,c - 


_ T7?r - = (1,0), ■■ ' r . vr ^ = (1,2), etc. 
MV.^1 

4 r v' 

M' [3(^,0- = [1,0], 

M'" [3 (/, r") - (r\ r” 1 )] = [ r , 2] , etc. 

M' [3 /•) - \?\ r) 1] = [2, o], 


M" [3 (/■", /)• 


y/f" 

r ff> -h r' 
ai' 1 f'Vr 


7,(^'/)i] = O, 0» etc. 


nous aurons aussi 

^ -4- [(1 ,o) - 4 - (1 , 2) h- etc.] y — [ 1 ,0] j— [1 , 2] ctc.= o, 
yE-- 4 - [(i,o)H-(i,2)-4-etc.] a/n- [1,0] a: - 4 - [1,2 J j''-+-ctc.= o; 
^ — [(2,o)-4-(2,i)-4-etc.]y'— [2,0]^ — [2,1]/— etc.=o, 
77-+- [(2, o) - 4 - (2, l) - 4 - etc.] -r"-4- [2,0] .T-f- [2, l] i'- 4 -ctC.= o; 
etc. 


(104). Si nous ne supposons que deux planètes M' et M" qui sc 
troublent réciproquement dans leurs mouvements autour de M, nous 
aurons quatre équations que nous intégrerons de la maniéré suivante. 
Nous ferons 

x = H sin.(/it h '), y = H cos .(ht - 4 - /»’), 

£ = H' sm. { h t -4- A'), y = H' cos.(/ir -t- /t'); 

valeurs qui satisferont aux équations différentielles, pourvu qu’on ait 

H/i — (o, i)H — [0,1] H' = o, H'A — (1,0) H’ — [1,0] H = o. 

En général le nombre de ces équations algébriques sera égal à celui, 
des coëflicients H, H', etc. on déterminera par leur moyen le rapport 
de ces coefficients, dont un demeurera toujours indéterminé, et il y 
aura une équation finale qui 11e renfermera d’autre inconnue que h , 
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et qui sera d’un degrc égal au nombre des coefficients. Dans le cas 
présent on a -^ = ~ ( °j - , et pour déterminer la constante h , 

l’équation du second degré 

h ’ — [(o, i) -4- (1,0)] h = [1, o] [o, 1] — (1,0) (o, 1). 


Ainsi , h et i étant les deux racines de cette équation , les quatre 
équations différentielles auront pour intégrale complété 

x = H sin.(/ar -+- h') -t- I sin.(< t -t- t'), 

y = H cos.(/rt-t- /»’) -t- I cos.(if ■+- /'), 

x' = H' sin.(Az -t- A') -t- I' sin.(/r -t- /'), 

y' = H' cos .{ht -+- A') -t- 1' cos .(it -t- /'). 


On trouvera beaucoup d’autres détails analytiques , et généralement 
tout ce qu’on peut desirer sur la théorie des variations séculaires des 
éléments des planètes dans les trois mémoires de M. de la Grange 
( Mc moires de Berlin, 177 6, 1781 , 1782). 11 y a démontré le pre- 
mier, d’une maniéré rigoureuse, que ni la distance moyenne, ni la 
vitesse du moyen mouvement, ne sont sujettes aucune espece de 
variations séculaires, provenant de l’action mutuelle des planètes. 
Cela 11e doit rien diminuer du mérite des recherches dcM. de la Place, 

3 ui parurent dès 1 773 , et où il donne ce résultat comme étant consi- 
érablement approché. ( Savants etrangers, 1773; histoire de l'aca- 
démie des sciences de Paris , 1 77 6). 

(io5). On a vu qu’en combinant ensemble les équations du second 
ordre, qui donnent le mouvement relatif d’un corps sollicité par des 
forces quelconques, on parvenoit assez aisément à des équations du 
premier ordre. M. Clairaut avoit (ait cette remarque dès 1759. Pour 
la faire bien comprendre, nous reprendrons toutes les équations du 
problème des trois corps. 

Celles qui doivent donner le mouvement relatif de M' autour de M, 
sont 


</* X 

1 

M + M' 

M" . , 
X — -t- (X f 

— X) -H 

TT 7 


û 1 

J'y 

-t 

M -+- M* 

7 - £ 0 ' 

V ^ 

JS 

r~ 

A 1 

— J j*r 

J'z 

JS 

H- 

M + M' 

A* 

■*-£(*' 

— z) -H 
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celles qui doivent donner le 
sont 



M + M" , 

__ M' 

dt' ^ 

a ' 1 

J * 

üil _j_ 

M + M" . 

M' 



/ ’ 

— -t- 

M-f-M" , 

M* 


a" Z 

J * 


mouvement relatif de M" autour de M, 


(x — x') -+- ^ = o, 'j 
= oA 

(z -z') = os) 


• • (B) 


enfin on s'assurera aisément qu’en faisant x J — x — x",y' — y =y", 
z’ — z = z", celles qui doivent donner le mouvement relatif de M" 
autour de M', sont 



M’ + M" 

. x " 

Sc* 

_ r »s Mfl 





^ 4" 

— 0, 

" _L_ 

M' + M n 

. y" 



0 

Ht' ^ 

i 1 

J 

U, 

Ht' 

M r -4- M" 
i 1 

■ z" — 

M 

T 7 '•*' 


= 0 


(C) 


(106). 11 faudra multiplier la première des équations (A) par y, et 
en retrancher la seconde multipliée par .r ; ce qui donnera 

M " O - pr) (*/ - = O. 

En combinant de la même maniéré les deux premières des équa- 
tions (B), et les deux premières des équations (C), on trouvera 
celles-ci: 


y* d* x* — rV ’» 1 
dt* 

/«/•r" - x"d*y " 
dt* 


M' (-fr — ^r) (x’y — xy’ ) = o, 
(</-*'/') = °- 


On ajoutera ensemble les trois équations que nous venons de trouver, 
après avoir divisé la première par M", la seconde par M', la troisième 
par M ; et , à cause de 

— x' — x, y"=y' — y , yx 1 — xy' =y’x" — x'y", 


on aura 

yd*x — xd*y , y , d*x' — T*d*y* y u d*x H — x"d*y " 

* M"dt* " H Wdt* 2 1 Mal 1 


qui a pour intégrale complété 


ydx — xêy 
M "dt 


* dx' — : 

WdT 


’dy* 


y " d x * — x " dy rl 

~ Kï7î 


= Ai, 


/<i étant une constante arbitraire. On verra aisément comment il 

faudra 
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8l 


faudra combiner la première et la troisième, la seconde et la troisième 
4 es équations (A), (B), (C), pour en tirer 


sdx — xdx 
M" dt 
sdy — ydz 
M" dt 


x'a'x ' — .t 7 :' 
M 'de 

z'dy 1 — y dt 1 
M ‘dt 


z"dx" — x"dt" 
M dt 

z» dy — y* dt" 

Md, 


= h 2, 
= A 3 . 


(107). Si on multiplie la première des équations (A) par , 
la première des équations (B) par -^r, la première des équations (C) 
par , et qu’on les ajoute ensemble, 011 aura, en ne perdant pas 
de vue que x" — x' — x, et faisant, pour abréger, M -+- M' -+- 
M" = R, 

dxd x x dx* d*x' dx'd'r" y / xdx x'dx' , x"dx"\ 

MVi* M' df H Md,‘ IS ‘ \M"a* M '*' 1 “* mT 7- J 


o il trouvera par des opérations analogues 
dy *'y . dr'J-y jyjy" K ( jJy yjy x‘ dr" \ 

M "df M' df ^ M,/i* ^ lv \,M î î r ^ KÎ7* - ) 

f*“ „ / 1J1 , ,’rfj' , 1 "jz" \ 

if K M'a” Mi * ) — °* 


dzd'z t dz'd's 1 
M "df “ ’ M ’di' 


dz"d't 


Mdt 


On ajoutera ensemble ces trois équations ; et , à cause de 

AdA = xdx -+- ydy -+- zdz, AM A' = x’dx 1 -\-y'dy' -t- z'ffz', 

idï = x" dx" -y y" dy" -4- z"dz", on aura 

dx d'x -f- dy d' y -f ■ dz d' s d x' rf*z' -f- dy' d'y 1 -f- d z' d* z' 

M M df M' dt' 

dx'd'x* + dy H d'y" +dz"d'z m , v { dà , d a' , dd \ 

UT?' K \w~r' m mt) — °* 

qu’on intégrera facilement , et il viendra 


dx' -f- dy' -f- d,' dx" -t- dj" -y- dx" 


dx" 


M* d,' 


M df 


- d,- 
Mdt' 


lK (iCFl 


nFÂ 7 


■ Mï) ^4) 


h 4 étant une constante arbitraire. Nous venons de trouver quatre 
équations du premier ordre; et comme il n’y a effectivement que six 
inconnues , le problème serait réduit aux premières différences si 
on en pouvoit trouver encore deux autres. Le fasse qui pourra , 
ajoute M. Clairaut. M. de la Grange doute aussi qu’on y puisse 
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parvenir dans l’état d'imperfection où est encore l'analyse ( Essai 
sur le problème des trois corps, couronné par l'académie des sciences 
de Paris en 1772). Les géomètres ont renoncé depuis long- temps 
à l’espérance île pouvoir intégrer complètement les équations du 
problème des trois corps ; ils semblent convenir qu’011 ne doit se 
proposer autre chose , sinon de perfectionner les méthodes d’ap- 
proximation : 011 verra dans tout le cours de cet ouvrage les efforts 
qu’ils ont faits pour cela. 



CHAPITRE III. 


Des differents mouvements qu’un corps , sollicité par 
des forces quelconques , peut prendre autour de son 
centre de gravité, et des inégalités que la fgure de ce 
corps peut produire dans le mouvement progressif. 


Toute cette théorie est fondée sur des principes de méchanique 
que nous n’avons pas encore eu occasion de citer. On les trouve dans 
beaucoup d’ouvrages, et sur- tout dans l’excellent traité de M. Euler 
qui a pour titre , T/ieoria motus corporum ripidorum. Cependant 
nous croyons devoir les rappeller ici en peu de mots. Nous ferons 
d'abord une hypothèse : ce sera de regarder le corps comme étant 

f arfaitement hoinogene et d’une ligure inaltérable , au moins par 
action des forces qui peuvent agir sur lui. Nous généraliserons en- 
suite ces suppositions pour nous approcher le plus que nous pourrons 
des choses telles qu’elles sont effectivement. 

(108). Soit en Z ( ftg . VU J) une des particules du corps dont 
nous déterminerons la position dans l’espace en la rapportant à trois 
axes perpendiculaires entre eux AD, AB, AC, au moyen des trois 
co-ordonnées AP (x), PM (y), MZ (z), parallèles à chacun de ces 
axes. Maintenant la masse du corps étant M, celle d’un de ses élé- 
ments sera rfM; et si la force qui l’anime est proportionnelle à la 
masse, on pourra la représenter par At/M, A étant un nombre quel- 
conque. Si de plus nous supposons que les directions des forces sont 
parallèles, leur résultante aura même direction, et sera égale à AM. 
Que ces directions soient parallèles à l'axe AC ; que celle de la résul- 
tante rencontre le plan BAD en un point G, duquel nous mènerons 
une perpendiculaire GE sur AD. Nous aurons les moments de hdM. 

{ >ar rapport aux axes AD, AB, égaux à h y d M , hxdM ; et comme 
e moment de la résultante par rapport à un axe doit être égal à la 
somme des moments de chaque élément par rapport au même axe, 
on doit avoir A . M . GE A fy d M , A . M . EA = A fxdM, le 

signe f s’étendant à toute la masse du corps. On en tire GE = > 

EA = —f— ; ce qui détermine le point G par où doit passer la 

Lij 
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direction de la résultante. Au lieu de supposer les directions paral- 
lèles à l’axe AC, supposons-lcs parallèles à l’axe AB ; et la position 
du point où la direction de la résultante rencontre le plan DAC, 

sera telle qu’on aura pour la distance de ce point à l’axe AC, - T ^ M - ; 
et pour la distance du mémo point à l’axe AD, . Enfin si nous 
supposons les directions parallèles à l'axe AD, nous aurons la dis- 
tance du point où la direction de la résultante rencontre le plan 
BAC, à l’axe AB égale à , et la distance du même point à l’axe 


AC égale à Ainsi les directions des trois résultantes passeront 

par un point unique K. déterminé de manière que 


AE = 


frj M 
M 


EG == 


_ fjJ M 

M 


G K. = 


/irfM 
M ' 


(109) . Ce point K. est celui qu’on a coutume de nommer centre de 
gravi té , pareequ’on suppose les directions de la pesanteur parallèles, 
et qu’elle agit proportionnellement aux masses; il seroit plus exact, 
comme l’a tait M. Euler, de lui donner le nom de centre d inertie, ou 
de centre de masse. Quoi qu’il en soit, si l'on suppose que les trois axes 
se rencontrent au point K, les droites AE, EG, GK, seront nulles, 
et on aura 

f xdM == o, fyd M = o, y zd M = o, 
pour les conditions données par la propriété du centre de gravité. 

(1 10) . On appelle axe de rotation une ligne droite prise dans le corps, 
autour de laquelle il pculsemouvoir.S’il n’a que ce mouvement de ro- 
tation , tous les points de l’axe seront immobiles, et les particules du 
corps auront d’autant plus de vitesse qu’elles en seront plus éloignées. 
Ces vitesses seront proportionnelles aux rayons des cercles décrits , 
ou à des perpendiculaires abaissées de chaque particule sur l’axe de 
rotation. Si on prend un de ces rayons pour l’unité, la vitesse de la 
particule correspondante sera nommée vitesse angulaire ; en sorte 
que u étant la vitesse de la particule qui répond au rayon r , la vitesse 
angulaire sera Donc, en désignant par U la vitesse angulaire, on 
aura u = Ur; et comme La force centrifuge d’un point dont la dis- 
tance est r est égale (C. I. p. 376) au quarré de la vitesse, divisé par 
le double de cette distance, on pourra prcndtc (n° 23 ) — pour 
l’effort de la particule d M sur l’axe à la distance r, lorsque le corps 
se meut uniformément autour de cet axe. 
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(1 1 r). Prenons l’axe AD pour celui dont il s’agit, et décomposons 
l'effort que la particule fait à la distance ZP (r) en deux autres, dont 
l’un U '^ N - agit dans la direction de PM, et l’autre 1 agit dans 
la direction de MZ ; nous trouverons que la résultante de toutes les 
forces parallèles à AB, qui agissent sur l’axe AD, a pour valeur 
— fydM.\ que la résultante de toutes celles parallèles à AC, qui 

U * 

agissent sur le môme axe, est égale â — f zd M. La somme des mo- 
ments des premières, par rapport au point A, est — f xydlA ; la 
somme des moments des autres, par rapport au môme point, est 
f x zd M. Il sera facile de démontrer que l’axe ne soutien.' a 
aucun effort, et que le corps pourra tourner librement autour de lui, 
si on a les conditions 

fyd M = o, f zd M = o, f xydlA == o, f xzdM = o; 

nous avons déjà dit que ces intégrales, relatives à la position des dif- 
férentes particules, doivent s'étendre à toute la masse du corps. On 
satisfera aux deux premières conditions, dn supposant que l’axe passe 
par le centre de gravité. 

(ns). Si le mouvement de la particule ffM autour de l’axe AD est 
accéléré par une force f, elle décrira dans l’instant de , en vertu de 
cette accélération, l’espace — , et elle acquerra la vitesse élé- 
mentaire ■ Donc si nous nommons d'e le petit arc décrit, dont 
le rayon soit 1 , nous aurons/ - = -~jy- ■, et la vitesse angulaire pro- 
portionnelle à Ç~. Donc à la distance r , la vitesse de la particule 
sera r dLï , e t la force accélératrice, que je nomme P, égale à 
Je suppose que cette force agisse au point Z dans le plan PMZ, et 
perpendiculairement à PZ = r; son moment, par rapport à l’axe AD, 
sera - 1^/;, — > et on aura, pour la somme des moments de toutes les 
forces semblables, -jj-, f r’cfM, car le rapport ~ est le môme 
pour tous les points du corps. La formule intégrale f r' d M exprime 
la somme des produits de chaque particule du corps par le quand de 
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sa distance à l’axe ; cette quantité , toujours donnée par la nature du 
corps , s'appelle le moment d’inertie. 

(11 3 ). Ayant fait = A, je décompose la force Art/M en 

deux autres, l’une Azr/M dans la direction de MZ, l’autre AydM 
parallèle à MP ; toutes les forces semblables à la première agiront 
perpendiculairement au plan BAD, et auront pour résultante A fzd M; 
toutes les forces semblables à la seconde agiront perpendiculairement 
au plan CAD, et auront pour résultante A fy r/M : les moments de 
ces résultantes, par rapport au point A, seront A/xzrfM, A fxydM ; 
on aura A fz’d M pour le moment de la première, par rapport au 
plan BAD, et A fy'dM. pour le moment ae l’autre, par rapport au 
plan CAD. 

(i 14 ). La vitesse angulaire ou’auroit le corps , si le mouvement de 
rotation étoit uniforme , étant U , et par conséquent la vitesse d’uno 
particule à la distance r étant rU ; si le mouvement uniforme vient 
être troublé par une force accélératrice quelconque , cette vitesse 
prendra l’incrément cr/U : je dis rd U , parccquc la ligure du corps 
étant supposée inaltérable, la distance de la particule 11c doit pas va- 
rier. On doit donc avoir Le moment de cette force 

sera ; et on aura pour la somme des moments de toutes les 

forces semblables fr'd M. Si donc nous nommons F la résul- 

tante de toutes ces forces , et (F le moment de cette résultante , nous 
aurons /F = ^77 f r'dM, et par conséquent r/U = 7777^- A cause 
de <p = ■ ^ Jj -i- » nous aurons aussi d’e — . 11 scroit inutile 

de multiplier davantage ces formules. 

(1 1 5 ) . Le moment d’inertie, par rapport à l’axe AD, étant /> 3 e/M, 
on demande le moment d’inertie par rapport à un autre axe ad pa- 
rallèle au premier. En nommant A a , b, on aura (Jifi. VIII) />M = 
y q; b, et le moment d’inertie demandé égal à / [ (7 qr ê) J -t- z 
r/M = f(y* - 4 - z 1 ) d M qr 2 b fydbA ■+■ b* fd M = /r’r/M 
-p ■z b yy r/M -t- V M. Si l'axe AD passoit par le centre de gravité, 
011 aurait fyd M = o, et le moment d’inertie f r a r/M moindre 
que le moment d’inertie f r'd M -t- b : M par rapport à tout autre 
axe parallèle. 

(116) . Je suppose que le point A soit le centre de gravité du 
corps , et que par ce point , outre les trois axes perpendiculaires 
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entre eux, AD, AB, AC, il en passe un autre quelconque AO, rela- 
tivement auquel je demande le moment d’inertie. Pour résoudre ce 

S roblême , je fais passer par AO un plan perpendiculaire au plan 
AD , et j’imagine que la commune section AF de ces deux plans 
fesse avec AD un angle » : je nomme aussi l’angle FAO , 0. Du point 
M je mene à AF une perpendiculaire MP', et je remarque qu’on a ces 
proportions , 

» : am : : cos.(Dam — daf> : ap': : sin. ( dam — daf ) : p'M; 

. à cause de AM cos.DAM = x, AM sin.DAM — y, on en tire 

AP' = x cos.» -H sin.», P' M = y cos.» — x sin.». 

Du point Z j’abaisse une perpendiculaire ZN sur le plan OAF, et du 
point N je mene NQ perpendiculaire à l’axe AO ; je tire ensuite NP' 
qui sera = ZM, et perpendiculaire sur AF. On aura NZ = P' M, et 

1 ; AN ; ; cos. (FAO — FAN) ; A Q = AN (cos.FAN cos. FAO -f- 
sin.FAN sin.FAO) ; ; sin.(FAO — FAN) ; NQ = AN (cos.FAN 
sin. FAO — sin. FAN cos.FAO). 

Mais AN cos.FAN = AP', AN sin.FAN = NP' = ZM ; 
donc, si nous nommons AQ, X, QN, Y, NZ, Z, nous aurons 

X= (x co s.n-hy sin.») cos. 0-l-z sin.0, 

Y = (x cos.B-4-/ sin.») sin.0 — z cos.0, 

Z = y cos. » — x sin. ». 

(î 17 ). Le moment d’inertie, par rapport à l’axe AO, sera y^Y’-t-Z 1 ) 
rfM, où il faut remarquer que les quantités qui ne dépendent que des 
angles » et 0 doivent sortir de dessous le signe intégral, puisqu’elles 
11 e varient pas d’un point du corps à un autre. Donc si nous faisons, 
pour abréger, 

fx'dU = A, fy’dU = B, /z’rfM = C, 
/xj^M=D, y"xzdM=E, fyzdM=. F, 

nous aurons pour le moment d’inertie demandé 

A (sin.»’ - 4 - cos. »’ sin.0’) H- B (cos. »’-(- sin. w’ sin. 0’) -t-Ccos.4’ — 
aD sin.» cos.» cos.0’ — aE cos. » sin.0 cos.0 — aF sin.» sin.0 cos. 0. 

Maintenant si l’on demande de déterminer entre tous les axes qui 
passent parle centre de gravité, celui pour lequel le moment d’inertie 
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est un plus grand ou un moindre, on verra aisément que tout se ré- 
duit à différentiel ia quantité précédente, en regardant successive- 
ment » et ensuite 0 seul comme variable, et à égaler chacune de ces 
différentielles à zéro. On trouvera de cette maniéré les deux équa- 
tions 


(A sin.» cos.» — B sin.» cos.» — D cos.»' -f- D sin.»’) cos.0' 

(E sin.» — F cos.») sin .0 cos .0 = o, 

(A cos.»’ -t-B sin.»' — C-t-aD sin.» cos.») sin .0 cos.0 -t- (E cos.» 
-t- F sin.») (sin. 0 ' — cos. 0 ') = o. 


Une remarque très importante, c’est que la première de ces équa- 
tions, divisée par cos. 0 , n’est autre chose que /"XZrfM = o; et la 
seconde, telle qu’elle est , autre chose que /XY</M = o. Mais 
(n° ni ) ces conditions sont celles cjui doivent avoir lieu pour que 
l’axe qui passe par le centre de gravité ne soutienne aucun effort, afin 
que le corps puisse tourner librement autour de lui. Donc l’axe, par 
rapport auquel le moment d’inertie est un plus grand ou un moindre 
a encore la propriété de ne soutenir aucun effort dans le mouvement 
de rotation. On est convenu de distinguer cet axe en le nommant axa 
principal. 

(î 18). Des deux équations qui serviront à déterminer le plus grand 
ou le moindre moment d’inertie , la première donne 

tani , (J _ (A — B) «in.» cos.. D f,in,»»— co,.»') _ 

® t et».* — E »m » y 


à cause de 2 sin.0 cos.0 = sin. 2 0, cos.0' — sin. 0‘ = cos. 20 , 
on tire de la seconde 

tang. 2 0 = n-F-co,., + F ,ln ..) 

O A cos.»* -f. B un. a* — C -f- al) sin.» cos »* 

On sait de plus que 

- 0 3 tang 1 afFlo»,.— E»in.,) f(A — B) «in,. cos n + D.fiin.»' — 

D' l— Ung.S 1 (Fiu».»— E«n../— l(A — U) eu». »*)]•• 

On aura donc , en égalant les valeurs de tang. 2 0 , et faisant les réduc- 
tions nécessaires, 

(E cos. » -t- F sin. ») ( F cos. » — E sin. »)’ = [(A — B) . sin. « cos. » 
-F- D . (sin. »' — cos. #')] . [(AF — CF — DE) . cos. » -+- 
(DF -+- CE — BE) . sin.»] ; 

ou 
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ou faisant, pour abréger, 

FE 1 — FD 1 — DE . (C — B) = m, 

E* — 2 EF 1 — a ADF (A — B) . (BE — CE) -t- DF. (B - 4 - C) 
-+- D’E = n , 

F J — 2 E’F — aBDE -+- (A — B) . (CF — AF) -+- D 1 F -+- CDE 
-+- ADE = p | 

EF 1 — D’E -+- DF . (A — C) = q, 
l’équation du troisième degré 
m tang.it* -t- n tang.»' 1 -+- p tang.it -F- q = o. 

Cette équation a au moins une racine réelle ; tout corps a donc au 
moins un axe de rotation principal. Puisque la position de AD est 
arbitraire aussi-bien que celle du plan BAD, nous pourrons supposer 
que AD est cet axe. Alors tang. » = o est une des racines de l’équa- 
tion du troisième degré ; ce qui exige que q = o. Les deux autres 
racines sont renfermées dans 1 équation du second degré m tang.n J -t- 
n tang.it -+- p = o. Or nous avons vu (n° 1 1 1) que si AD est un axe 
principal , on a D = o, E = o; d’où il suit que non seulement q 
doit être nul, mais encore m et n. Donc les deux autres valeurs de 
tang. » sont nécessairement infinies , et il n'y en a aucune autre de 
possible. A it = o répond 0 = o ; si je fais it = 90°, je trouve 
tang. 2 9 = g 4 rg : et comme la tangente d’un angle est encore celle 
de cet angle augmenté de la demi- circonférence , il est clair qu'à 
•t = 90", il répond 0 et 8 90°, dont le double de chacun a pour 

tangente § 4 rc- D°nc l’un des axes principaux étant AD, les deux 
autres seront dans un plan OAF perpendiculaire au plan BAD, et 
tellement situé , que AD sera perpendiculaire sur AF ; AD sera donc 
aussi perpendiculaire sur ces deux axes, qui le seront entre eux, 
puisque 1 un faisant avec AF un angle 0 , l’autre en fait un = 9 -4- 90“. 
Donc enfin il y a dans tout corps au moins trois axes principaux qui 
font entre eux des angles droits. 

(119). Nous pourrons prendre pour ces trois axes principaux AD, 
AB, AC, et nous aurons D, E, F, nuis ; ce qui simplifie singulièrement 
Jes équations du n° 1 1 7, puisqu’elles deviennent 

(A — B) sin. 11 cos. » cos. 0 ’ = o , 

• (A cos. «" -t- B sin.w’ — C) sin .0 cos .0 -+■ o. 

M 
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Il résulte de la seconde qu’on doit nécessairement avoir sin.8 = o,- 
ou cos. 8.= o. Si c’est cos. 6 qu’on fait = o, la première sera satis- 
faite, et l'angle h pourra être tout ce qu'on voudra. Mais si l’on prend 
sin.8 = o, il faudra que sin.» = o, ou cos. » = O; Toutes les autres 
manières de satisfaire aux deux équations donneront des conditions. 
Il n’y a donc généralement que trois axes principaux; les axes per- 
pendiculaires entre eux AD, AB, et l’axe AC, perpendiculaire au 
plan de ces deux-là. Examinons les conditions dont nous venons de 
parler, et voyons les cas particuliers qui en résultent. Un peut donner 
à la seconde équation l’une de ces deux formes : 

[(A — B) . cos.i»’ -t- B — C] sin.8 cos.8 = o, 
ou [(A — B) . sin.»’ -t- C — A] sin.8 cos.8 = o. 

Cela posé, i“. Si A = B = C, on pourra prendre pour » et 8 tout 
ce qu on voudra, et toute ligne passant par le centre de gravité sera 
un axe principal, a 0 . Si A = B , on pourra prendre pour » tout ce 
qu’on voudra, pourvu que 8 soit o ou 90°. Dans ce cas toute ligne 
dans le plan BAD , qui passera par le centre de gravité , sera un axe 
principal ; il y en aura de plus un perpendiculaire à ce plan. 3 °. Si 
13 = C, en faisant it = 90°, on pourra prendre pour 8 tout ce qu’on 
voudra; ce qui donne une infinité d’axes principaux dans le plan 
perpendiculaire à AD, qui passe par le centre de gravité. 4 °- Si 
C = A, en faisant « = o, 011 pourra prendre pour 6 tout ce qu’on 
voudra ; ce qui donne une infinité d’axes principaux dans le plan qui 
passe par AD , et qui est perpendiculaire au plan BAD. 

(120). Il suit de cet examen que tout corps a toujours trois axes 
principaux qui font entre eux des angles droits; qu’un corps qui en 
a plus de trois en a une infinité; qu'il ne peut avoir ce nombre infini 
d’axes dans deux , trois ou plusieurs plans différents en nombre fini. 
Dans la sphere toute ligne qui passe par le centre est un axe prin- 
cipal ; dans tout solide de révolution , tel que l’ellipsoïde , dont la 
courbe génératrice est composée de deux parties égales et sembla- 
bles, il peut y avoir, outre 1 axe de révolution , autant d’axes princi- 
paux que l’équateur du sphéroïde a de diamètres. Maintenant il nous 
faut chercher les moments d’inertie par rapport aux trois axes AD, 
AB, AC. Or il est clair que si dans la formule du n° 1 1 7 l’on fait » et 8 
nuis, on aura, pour l'axe AD , le moment d’inertie = B -4- C ; pour 
l'axe AB, on fera 8 nul et a = 00% et 011 aura le moment d’inertie 
= A -4- C ; pour l'axe AC , on fera » et 8 chacun = 90°, et on aura 
le moment d’inertie = A -t- B. Si ces axes sont des axes principaux. 
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on aura de plus D = o , E = o , F = o. Mais un des axes princi- 

E aux étant donné, AD, par exemple, on mènera par cet axe un plan 
AD ; on imaginera aussi un plan OAF perpendiculaire au précé- 
dent, et qui le coupe dans une droite AF, passant par le centre de 
gravité A, et faisant avec AD un angle droit; alors si l’on prend OAF 

tel que la tangente du double de cet angle = 5-3^ , AO sera un 
des deux autres axes principaux : on trouvera le troisième , en 
tirant dans le plan OAF une ligne qui fasse avec AF un angle = 
OAF -t- 90”. 

(lai). Un corps, en vertu de sa seule pesanteur, oscille autour 
d’un axe fixe horizontal. Pour déterminer le mouvement de ce corps, 
on abaissera du centre de gravité C (_/?£. IX) une perpendiculaire 
ACO sur l’axe fixe que nous supposons passer par le point O, et ou 
mènera une verticale CH qui, dans la situation actuelle du corps, est 
supposée faire avec ACO un angle P ; on nommera CO, a, et M/1 5 , 
le moment d’inertie du corps par rapport à un axe parallèle au pré- 
cédent qui passerait par le centre de gravité. On aura le moment 
d’inertie du corps par rapport à l'axe qui passe par le point O = 
M . (n 1 -+- h’) , et la force qui fait osciller le corps autour de cet 

axe = M ( a ' -+- h’) Mais ayant pris sur la verticale une 

partie CH pour représenter le poids du corps, si l’on abaisse sur OA 
une perpendiculaire HK. = M sin.p, le moment aM sin.ip de cette 
force sera une autre expression de celle qui fait osciller le corps ; 

donc —jp = — ", est l’équation propre à déterminer le mou- 
vement dont il s'agit: on a mis le signe — parceque la force tend à 
diminuer l’angle <p. Si le volume du corps, relativement à sa masse, 
est assez peu considérable pour qu’on puisse supposer qu’elle est 
toute réunie au centre de gravité, et par conséquent que le moment 
d’inertie par rapport à l’axe qui passe par ce centre est nul, l’équa- 
tion précédente deviendra Donc si l'on nomme l 

la longueur du pendule simple, qui fait scs oscillations dans le môme 
temps que le corps BA , on aura j , et par conséquent 
/ = a -+- Le centre d’oscillation du corps est un point S, pris 
dans la droite OA, où, si toute la masse venoit à être réunie, les 
oscillations se feraient dans le môme temps qu’auparavant. 11 est 

M ij 
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clair, d'après ce qui précédé , que le centre d’osc.llation est éloigné 
du centre de gravité de la quantité — . 

(122). L'équation différentielle du second ordre étant multipliée 
par 4 (l<?, et ensuite intégrée, donne = c -+- ; la vitesse 

angulaire est donc égale V(« + Nommons -la C lors- 

qu’elle est la plus grande de toutes, ou lorsque 9 = 0; nous au- 
rons c = , Ct la vitesse angulaire quelconque égale à 


'^(C 1 — 4<7 ( ç Si f’>7r^rv, le corps fera des révolutions 

entières autour de l'axe fixe, puisque, pour <p = 180°, la vitesse an- 
gulaire sera encore réelle. Mais si € * est moindre, l’angle <p ne pourra 
croître au-delà de certaines limites ; et quand le corps y sera parvenu, 
il descendra cl fera scs oscillations. On demande la durée de ces 
oscillations pour le cas où la vitesse deviendroit nulle lorsque <p —f, 
et où par conséquent on aurait à intégrer une équation de cette forme 
vAt . /i- == — 7-. On verra aisément que l’angle qui a 

pour cosinus ' + Z'Z/ — cst nul lors( l uc * = S’ ct Cst é 8 al à 
180°, ou i , lorsque <p = o. Nommons .r cet angle, pour que dx 

t/l *in.f * 

= Vu» + co»./— ci».*) cos. 9 -cor .77 1 * V ( 1 + co4 »> 

et l’équation à intégrer pourra être changée en celle-ci : 

adr Vt- = iL ~T \ » où y = 1 _ cos '* = ( l “ hcos ’ x) - 

^ vA» — i) 

En développant le radical du second membre , cette équation de- 


vient 


2,/t v/t' = (‘ “t- 7 


m 

(» “*“ T * 


m m — i 


-+- 


S.7/‘ 


ô — r -T- etc.) dx. 

a. 2. 4.8.16 ' 

11 ne s’agit donc plus que d’intégrer une différentielle de cette forme 

Ax (1 -4- cos.x)”*, m étant un nombre entier positif. On trouve 

pour cet intégral (C. I. p. 436) 

3» -H etc.) x -+- [1 -+- 

8 a i 4 

. , _ , _ . m — i m — 1 m — 3 

— . (COS.X* — 2) -+• —J— • —7— • — 7— 


- COS.X -t- 


(cos.x J -+- ÎCOS.X) -+- etc.] m sin.x j 
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9 3 

3 i 8 o°, elle 
etc.). 


et comme elle doit être prise depuis x — o jusqu’à x ■■ 
est égale à 

T 3 T - "* 

On a donc pour la durée d'une oscillation la quantité suivante : 

» . i — roi./' . 3.30 — rm-f)' . 5.5 (i — . ... ■> // 

— (I H -t : 1 , , , H etc.) 1 / — . 

a v a. 4 a. a 4.4 1 . 4 . 4 . 6 . b ' V ’*g 

Les oscillations d’un pendule simple approcheront d’autant plus d’être 
isochrones, que l’arc f sera plus petit, et son sinus verse plus petit 
par rapport au rayon qui est la longueur du pendule. 11 est donc clair 
que la durée d’une oscillation d’un semblable pendule est tics exac- 
tement égale à ’” v '~ - 




ray 


(ia3). Le pendule étant composé d’une verge cylindrique dont le 
yon = b et la masse m, et d’un globe dont le rayon = b* et la 
masse m'\ on demande son centre d’oscillation, en supposant que l’axe 
autour duquel il oscille passe par l’extrémité supérieure de la verge 
dont la longueur = 2 c. i°. Imaginons deux plans perpendiculaires' 
qui se coupent dans l’axe du cylindre, et dontl un passe par l’axe d’os- 
cillation ; d’un point de la surface abaissons sur l’autre une perpendi- 
culaire z, du pied de laquelle nous tirerons une perpendiculaire y 
sur l’axe du cylindre que nous prendrons pour celui de x. De plus si, 
pour avoir la distance perpendiculaire du point de la surface dont il 
s’agit à un axe parallèle à taxe d’oscillation qui passerait par le centre 
de gravité, on abaisse une perpendiculaire sur le plan qui passe par 
l’axe d’oscillation , elle sera = y , et on aura pour la distance de- 
mandée \/(x ’ -t- _y ’ ), les x partant du centre de gravité. On pren- 
dra dxdydz pour la masse d’une des particules du cylindre, et 
(x’ -4-j’) dx dy dz pour le moment d’inertie de cette particule par 
rapport à l’axe qui passerait par le centre de gravité. On intégrera 
d’abord par rapport à z, et on aura (x 1 H- y*) zdxdy, dans laquelle 
il faudra mettre pour z sa valeur \Z(b‘ — y'). Mais /dy — j 1 ), 

étendue à toute la circonférence de la section , est égale à ; on 
trouve dans la même hypothèse fy* dy v/(é J — y') = ^ ; donc 
en intégrant successivement par rapport à z et hy , on a (x* 
dx. L’intégrale de cette derniere différentielle, prise de maniéré 
qu’elle soit nulle lorsque x = o, est égale à (y -t- où il 
faudra mettre c au lieu de x pour avoir le moment d’inertie du demi- 
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cylindre ; donc v b’c (j -+- -j) = m (t t) cst * e n,oment 
d’inertie du cylindre par rapport à l’axe qui passe par le centre de 
gravité. Celle quantité, augmentée de me’, ou m — I- -j -) , 

est le moment d'inertie du cylindre par rapport à l’axe d'oscillation. 

(124). 2°. Pour trouver le moment d'inertie de la sphere, soit rie 
rayon du petit cercle qui a pour co-ordonuées y et z, et ® l’angle qu’il 
fait avec j ; on aura 

z = r sin.®, y = rcos.®, dz = dr sin.® -t- rdp cos.?, 
dy = dr cos.® — rdç sin.®. 

Mais pour former le parallélipipcdc dxdydz, ou fait varier succes- 
sivement a - , y, z ; il faudra donc chercher la valeur de chacune des 
différentielles en regardant les deux autres comme nulles. Or de 

dy = o , on tire dr = qui , étant substitué dans la valeur de 

dz, donne dz — On aura aussi la valeur de dy lorsque dz est 

nul, en faisant dz nul dans dy = dr cos.® — rr/® sin.®; ce qui la 
réduit à dy = r/r cos. ®. Donc dydz = rdrd 3. Je remarquerai 
ensuite que le moment d’inertie de la sphere est le même par rap- 
port à tous les axes qui passent par le centre de gravité ; j’aurai donc 
le moment d’inertie demandé, en intégrant r l dr dtp dx successive- 
ment par rapport à r, ® et .r. Les deux premières intégrations don- 
nent r* dx , et , mettant pour r sa valeur \/( Z>' s — æ’) , la diffé- 
rentielle j (Z»' 1 — x‘)‘ dx, qui elle -même a pour intégrale 
— (b'* x — ~~ï~ — 1" mellra dans celle expression b' pour 

x , et on aura le moment d’inertie de la demi-sphcrc ; donc le mo- 
ment d’inertie de la sphere par rapport à un axe qui passe par son 
centre de gravité = ~ b ' 5 = | ni' /■>'“. On en conclura que le mo- 
ment d’inertie de cette sphere par rapport à l’axe d’oscillation =* 
m' 1- {b 1 -t- 2c)’ ). 

Les centres de gravité du cylindre et de la sphere, et celui du sys- 
tème de ces deux corps, sont dans une même ligne droite ; donc le 
moment d’inertie du système, par rapport à l’axe d’oscillation, est 
égal à la somme des moments d’inertie de chacun des corps par rap- 
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port au même axe. La distance de cet axe au centre d’oscillation 
ni — I- -I- m' (LI (- 4 Z»' c -t- 4 c’) 

me m * ( 0 ' -f- ic) 

Nous ne nous arrêterons pas plus long-temps à ces cas particuliers; 
mais nous remarquerons , relativement aux propositions qui pre- 
cedent, que le choix des axes est un moyen de simplification dont 
on pourra toujours faire usage dans la reclierche des differents mou- 
vements qu’un corps peut prendre en vertu des forces qui l’animent. 

( 1 25 ). M. de la Grange a mis ce problème en équation, de la ma- 
niéré la plus simple et la plus générale, dans ses deux pièces sur la 
libration de la lune : ( la première , couronnée par l’académie des 
sciences de Paris, en 1764, se trouve dans le tome IX des prix; 
l’autre se trouve dans le volume des mémoires de l’acadénne de 
Berlin pour 1780). Il y fait usage d’une formule qu’il a déduite de la 
combinaison du principe de M. d’Alembert avec celui des vitesses 
virtuelles. Le principe ue M. d’Alembert s’énonce ainsi: 

Les mouvements u, u', etc. imprimés à chaque corps d’un système, 
étant décomposés chacun en deux autres U, V; U', V', etc. qui 
soient tels, que si l’on n’eût imprimé que les mouvements U, U', etc. 
les corps eussent pu les conserver sans se nuire réciproquement ; et 
que si on ne leur eut imprimé que les mouvements V, V', etc. le 
système fût demeuré en repos; U, U', etc. seront les mouvements 
que ces corps prendront en vertu de leur action. 

Maintenant voici en quoi consiste le principe des vitesses virtuelles 
énoncé de la maniéré la plus générale. 

Si un système de points, dont nous représenterons les masses par 
m , m\ m", etc. est en équilibre, quoique sollicité par des puissances 

Q uelconques ; savoir m par les puissances P, Q, R, etc. suivant les 
irections p, <7, r, etc. m' par les puissances P', Q', R', etc. suivant 
les disections p', <7', r', etc. rn" par les puissances P", Q", IV', etc. 
suivant les directions p", q", r", etc. etc. et qu’on donne à ce sys- 
tème un petit mouvement en vertu duquel chaque corps parcourt un 
espace infiniment petit; en supposant que les lignes p, q, r , etc. etc. 
deviennent, par celte variation infiniment petite, p — &p, q — Jq, 
r — cf r, etc. etc. on aura pour l’équilibre cette équation générale : 

171 ( P J p •+■ -t* R^r -+- etc. ) — t— m ' ( P'/ p ' —r- Q’/ q ' — r- R'cf /■' 

-4- etc.)-t m" (P"jy'-+- Q'bty' -+- R"JV'- 4 - etc.^ -+- etc. = o. 
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(126). Au moyen de ce principe, il est facile de démontrer un 
théorème sur la décomposition des forces énoncé par M. de la Grange 
dans sa pièce sur l'équation séculaire de la lune, couronnée par l’aca- 
démie des sciences Je Paris en 1774* On peut toujours décomposer 
une force quelconque F en trois autres P, Q, R, qui agissent suivant 
trois directions x,y, 2, perpendiculaires entre elles : or puisque les 
forces P, Q, R , doivent être en équilibre avec leur résultante F ; en 
nommant J'r le chemin infiniment petit que celle-ci feroit parcourir 
au point sur lequel elle agit, tandis que les trois autres lui feraient 
parcourir S x , a y, </z, on aura 

F/r -t- P/r —H Q ■+* ll/z — o. 


Mais r peut être regardée comme étant fonction de r,y,:, en sorte 
que 

*r = £ Sx -4- £ ty -t- £ 


ce qui changera l’équation precedente en celle-ci : 

(F ^ -+-P) £x -+- ( F ^r-t-Q) &y -+- (F 37H-R) «Tz = o, 
qui doit avoir lieu quels que soient les J'a’, J'y, S z\ on aura donc 

p = — f£,q = — f£,r = -f£, 

qui renferment le tliéorème qu’il s’agissoit de démontrer. Nous avons 
fait, n° 85, une remarque relative à ce théorème. Si F est proportion- 
nelle à ; à cause de = — M d — , il suffira , pour trouver 
P, Q , R, de difFérenticr ~ successivement par rapport à x, y, z, et 
de prendre les coefficients de dx , dy, dz, qu’on multipliera chacun 
par M. 11 sera aussi facile de voir que si le point est en même temps 
attire vers différents centres par des forces ^7 , ^rr , £77 , etc. et 
qu’on fasse — -f- — r H- — tt -t- etc. = K, on aura 

1 M M U ’ 


P_^S n — d * u — ^ 

r Jx' v 37 > n J,' 


Je reviens à la formule que nous devons déduire de la combinaison 
dus deux principes exposés dans l’article précédent. 

(127). Le système étant en mouvement , si x, y, z , sont les trois 
ço-ordonnées rectangles qui marquent la position de rn dans l’espace, 
• co 


Digitized by Googlej 


CHAPITRE III. 97 

ce point, à la fin du temps de, aura, dans ces trois directions, les 
vitesses , ^7, qui, dans l’instant suivant, se changeront en 

celles- ci: 


dx , Jz 

37 - Jrd 37 ’ 


*y 

T, 


j dy dz , dz 


C’est pourquoi , en regardant les vitesses ^ ^ , comme com- 
posées des précédentes et de — d^£, — d ~si ■< — rf 77 , on verra 
que ces dernieres , qui ne sont autres que — ^ , — ~ , — , 

en prenant de constant, doivent être détruites par l’action des forces 
qui agissent sur le corps, conformément au principe de M. d’Alem- 
bert. Et comme ces vitesses sont dues aux forces accélératrices 
— , — -jj: 5 il faudra que ces forces , étant supposées 

appliquées au corps m, soient détruites par l'action des antres forces 
du système. On dira la même chose des forces ■ 
appliquées au corps m\ des forces — ’ 


d-y d ’jd 

di* ’ f/l' » 
_ d'z” 

di* * dt • * di' y 

appliquées au corps m", et ainsi des autres. On aura donc l’équation 


m J'x-i- ^ î J'z -i-PJ'p-hQJ'q -+-RJV-I- elc.)-t- 

etc.) -4- m" J'x" -+- ^ J'y -t- J'z" -+- P "J'y -h 
Q"jy' -+- R"«fr" -+- etc.) -f- etc. = o. 


Pour pouvoir en faire usage dans la détermination des différents mou- 
vements qu’un corps de figure quelconque petit prendre en vertu des 
forces qui l’animent, on regardera m, /«', m ", etc. comme étant les 
éléments de la masse M de ce corps, et on la changera en celle-ci: 


fCjp f x ■+■ jf- PJ'p-h Q J'ç -+- R JV -+- etc.) 

dM = o , 

où le signe d’intégration se rapporte à la position des différentes par- 
ticules dans le corps. Quant aux caractéristiques d et J', elles dési- 
gnent des incréments infiniment petits qu’il faudra bien se garder de 
confondre quoiqu’on les trouve par les mômes réglés du calcul diffé- 
rentiel. 


N 
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(128) . Si les forces qui agissent sur le corps résultent d’attractions 
dont la loi suive la raison directe ries masses et l’inverse du quarré 
des distances; en nommant M\ M", etc. les masses des corps atti- 
rants, et A', A", etc. leurs distances à la particule r/M , on aura 

y ( p p QcTr; -+- Rcfr -+- etc. ) «/ M = M' J~ </M -+- 

M" d\l -+- etc. 

ou bien , en ayant égard à la ligure de ces corps, 

/(P/P -+- Qef</ •+■ RJ/" -t- etc.) d M = J ( /£ r/M' -+- 
Ji£L r/M'' -f- etc.) r/M; 

l’autre équation n’est admissible qu’autant qu’on peut supposer que 
les masses des corps attirants sont toutes réunies en un point; autre- 
ment il faut les regarder comme étant composées d’une infinité de 
particules différemment distantes de r/M. 

(129) . Soit pris dans l’espace un point fixe A {fi g. X) par lequel 
nous ferons passer trois axes perpendiculaires entre eux AD, AB, AC. 
Ce point sera l’origine des co-ordonnées A a, ab, bc, parallèles à 
chacun de ces axes, qui déterminent la position du centre de gravité c 
du corps M. On fera passer par le point c un plan parallèle à BAD, 
et des points quelconques p , p 1 , des corps M, M', on abaissera sur 
ce plan des perpendiculaires pn, d'h'; des points n, «', on tirera 
d’autres perpendiculaires nm, n' ni', à une droite cd menée dans 
le même plan parallèlement à AD; on prolongera p' n' jusqu’à ce 
qu’elle rencontre le plan BAD en N , et de ce point on tirera NP per- 
pendiculairement à AD. On nommera 

A a, X, ab, Y, bc, Z; cm, x, mn,y, np, z; AP, x', PN,/', Ny, z’; 
cp,r,cp' r': 

on aura r = ■+" y' 2 ’) 1 

r'=v/[X*-HY , - 4 -Z 1 -i-x' 1 --H/' î -t-z'’ — 2 (x'X-t-j'Y-t-z'Z)], 
A’ = v/y a(x.(x'— X)- 4 -/.(/'— Y)-t-z.(z'— Z))]. 

S’il y a un troisième corps M", en nommant x",y", z", r", les co- 
ordonnées qui lui sont relatives, on aura 

r " = \/[X’ -t-Y 1 h- Z* -f- x” 3 * -t- z" 2 (x"X -+-/' Y -t- z" Z)] , 

A"= y/j/ 3 -*- r "‘ — a (x.(x" — X) -(-/.(/" — Y)h-z.(z"— -Z))]; 
et ainsi des autres corps qui pourront agir sur la molécule. 
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Dans toutes les hypothèses, r 1 , r", etc. seront incomparablement plus 
grands que r, et on pourra représenter -^ 7r * etc. par des séries 
très convergentes, telles que 

' 1 . *.(*' — X) Y) -f- X.(t' — Z) . 3 / r’ 

r—TT -—- 1 r 71 '“TC— “ 

x.(r’ — K) + r.( Y)4-».(;' — Z)\ f r' _ *.(*'— X) + r (r'-V)+î.(i'_ZA 

“ ) ~~ 3 1 ) 

— etc. 

Je ferai £=-l-+-p,^=-Ln- 1 r, etc. et pareeque r 1 , r", X,Y, Z, 

sont indépendants de la position des différentes particules dans le 
corps M, l’équation du n“ 127 deviendra 

M ( JTT -t- Y -+- ^7? «fz — /[cf d- . dM'-+- cf ^ • dM" 

■+■ etc.] ) - 4 - /(£ ^ iy H- cfz — /[cf p ,/M' + 

/ a t/M” -+- etc.] ) t/M = o. 

(i 3 o). Nous aurons deux especes de quantités, dont les unes ne 
pourront varier que lorsqu’il s’agira de la position des différentes 
particules dans le corps; et les autres, que lorsque ces particules au- 
ront un mouvement quelconque au tour du pointe. Nous supposerons 
que les premières soient fonctions de r, 6, y, nouvelles quantités 
introduites , qui ne dépendent que de la situation particulière de 
chaque particule par rapport à toutes les autres ; nous regarderons 
l’autre espece de quantités comme étant fonctions de s, qui ne 
doivent varier que quand la position instantanée d’une particule 
dans l’espace vient à changer. Ainsi , toutes réductions faites , 

■+■ SF ■+- 7 ? ^ z ) dM. pourra être représenté par 
Pi / * h- Qi cf x — t- Ri cf £ ; /(/ ~ dM' -t- cf \ d M" -4- etc.) 
sera représenté par PcfX ■+■ QcfY -t- II/ Z, et //(/ p dM' -4- 
JV dM" ■+■ etc.) d M par P'cfX-+- Q'<f Y -t- ll'/Z -t- P2 / » 

Qa cfn -+- Ra <f^. 

L’équation du n précédent deviendra 

[M (g - P) - P'] cfx -4- [M (£r— Q) — Q'] <f Y 

C M (ïïF— R ) — R'] cfZ-H(Pi— Pa) / « H- (Qi — Qa) «f» 
-t- (Ri — R2) cf ^ = o : 

Nij 
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et comme les J'X, J'Y, J'Z, J'*, J' », J'if , doivent être indépendants 
entre eux, on en tirefft 

M (^-P)-P'=o,M(^-Q)-Q'=o,M(^-R) 
— R' = o ; 

P! Pa = o , Qt — Q 2 = o ; Ri — Rî = o. 


Les trois premières serviront à déterminer le mouvement progressif 
du point c, et même les inégalités dans ce mouvement, qui provien- 
nent de la figure du corps ; elles different en cela des équations du 
11 ° où nous avons négligé les termes P', Q', R': les trois autres 
donneront les différents mouvements que la particule peut prendre 
autour de ce même point. 

(i3i). Pour résoudre le second problème, nous imaginerons deux 
plans BAD et O AF ( fig. n 11) qui passent par le centre de gravite 
A du corps, et dont la commune section soit AF. Puis, ayant abaissé 
d’un point Z , pris dans le corps, des perpendiculaires ZM et Z N sur 
chacun de ces plans, et mené des perpendiculaires MP' et NP' sur 
AF, nous nommerons 

l’inclinaison NP' M du second plan sur le premier * , 

l’angle DAF de la commune section AF avec AD. . . . . ... », 

l’angle FAN de celte commune section avec une droite AN tirée 
du centre de gravité à la projection du point Z sur le plan OAF 8, 

la distance AZ du point Z au centre de gravité r, 

l’angle que cette droite fait avec AN G. 

Nous aurons d’abord 


ZN = rsin.6, AN = rcos.6, 

P'N = r cos . G sin.e, AP' = r cos. 5 cos.8. 

De plus on verra aisément que sin.NP'Z = , cos.NP'Z = grr ; 


donc 

sin.MP'Z == sin.(* — NP'Z) = 
cos.MP’Z =cos.(« — NP'Z) = 


NP' sin. i — ZN ros. • 
L\' * 

NP' cos. t -f- ZN »in. i 

ZP 7 * 


et par conséquent 

ZM = ZP' sin.MP'Z = NP' sin.t — ZN cos.» = 
z = r cos . G sin. 8 sin.» — r sin . G cos.*, 

P'M = ZP' cos. MP'Z = NP'cos.» -t- ZN sin. » = r cos. G sin.8 cos.» 
-H r sin. G sin. ». 
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Mais on a aussi ( n* 116) 

AP' = x cos. » -i-jr sin.*, P'M = y cos .* — x sin.»; 
il sera donc facile de dégager x et .y; ce qui donnera 
x = r cos. £ (cos.* cos. fl — cos.« sin.» sin.fi) — r sin.£ sin.* sin.it, 
y — r cos. £ (sin.it cos. 6 -+- cos. « cos. 11 sin. 6) r sin. £ sin. 1 cos. it. 

(i 32). Tout se réduit à déterminer les mouvements du plan OAF 
autour du centre de gravité et relativement au plan BAD donné de 
position. Mais avant d’aller plus loin, il faut remarquer que les axes 
parallèles aux trois co-ordonnées AP', P 'N, NZ, passant par le centre 
de gravité , on a (n° 109) 

f r cos. £ cos. 8 r/M = o, fr cos. £ sin. fl d M == o, f r sin. £ </M =0. 

De plus, tout corps ayant nécessairement trois axes principaux, on 
peut supposer que l’un des précédents, l’axe parallèle à NZ, est un 
axe principal , et que ces équations (11° 1 1 1 ) 

1 f r * sin.£ cos.£ cos.fl <éM = o, f r* sin.£ cos.£ sin.ô dM = o, 

ont lieu en même temps que les trois qui sont données par la pro- 
priété du centre de gravité. Il faut encore examiner avec plus d’atten- 
tion la nature des quantités qui doivent entrer dans les équations qu’il 
s’agit de trouver. Premièrement, ret £ 11e dépendant que de la situa- 
tion particulière de chaque particule, par rapport à toutes les autres , 
ne doivent varier que lorsqu'il s'agit de la position des différentes par- 
ticules dans le corps ; au lieu qu’on fera varier « et 11 lorsqu'il sera 
question de la position instantanée d’une particule dans l’espace. Il 
n’y aura que fl qu’on fera varier des deux maniérés, lorsqu’on passera 
d’une particule à une autre, et lorsque la même particule changera de 
lieu dans l’espace; mais nous pourrons toujours le supposer égal à la 
somme de deux autres angles y et dont l’un est seulement variable 
de la première maniéré, et l’autre seulement de la seconde. Si, par 
exemple, le plan BAD étoit l’écliptique, et le plan OAF l’équateur 
terrestre, l’angle 0 serait la distance du méridien, qui passerait par le 
point Z, à l’ccliptique comptée sur l’équateur. Or on pourrait ima- 
giner un premier méridien tellement situé, qu’ayant 9= y -4- £*, y 
BU la distance du méridien, qui passerait par le point Z, au premier, 
et if la distance de ce premier méridien à J’ccliplique , les <Ienx dis- 
tances étant comptées sur l’éaualeur. Alors y 11e varierait que lors- 
qu’on passerait d’une particule à une autre, et Ç lorsque la même 
particule changerait de lieu dans l’espace. 
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( 1 33). Cela posé, nous chercherons d’abord (n*i3o) la valeur de 
d'xJx -t- d'yJy -+- d'zJz, en ne faisant varier que t, », ^*, 
puisqu’il n'est question que du changement de lieu de la particule ; 
nous trouverons de cette maniéré 


d . r = r cos. S [sin.0 sin. » sin. s dt — (sin. 0 cos. » cos. » -H cos. 0 sin. »)<•/» 

— (cos. 0 sin. » cos.» -I- sin.0 cos.») dÇ] — r sin. 6 (sin.» cos.» dt 
- 4 - cos.» sin.» (/»), 

dy = — r cos.S [sin.0 cos.» sin.«»/« -f- (sin. 8 sin.» cos.» — cos.0 
cos.») dti — (cos.0 cos.» cos.» — sin.0 sin.ii) d£ ] -+- r sin.ff 
(cos.» cos.»»/» — sin.» sin.»»/»), 

dz — r cos. S (sin.0 cos.»»/ • -t- cos.0 sin.» dg) -i- r sin.f sin.» dt. 
On en tirera facilement d'à;, J'y, Jz, en changeant »/en «f; puis 

d'x = r cos.C [sin.0 sin.» sin.»»/ 1 » -4~ sin.0 sin.» cos .»</»’ -+- 
a sin.0 cos.» sin. «c/e»/» -t- a cos.0 sin.» sin .tdtdÇ -t- (sin.0 sin.» 
cos . » — cos. 0 cos. »)»/«* — a(cos.0cos.» cos. » — sin. 0 sin . »)»/»</ { 

— (sht.O cos.» cos.» H- cos.0 sin.») d’n -+- (sin.0 sin.» cos.» — 
eos.0 cos.») d£' — (cos.0 sin.» cos.» H- sin. 8 cos.») d‘<?] — 
r sin. 6 (sin.» cos .«</*» — sin.» sin.»»/»’ -f- a cos.» cos .»»/»»/» — 
sin.» sin.»»/»* -4- cos.» sin.»»/*»), 

d'y = — r cos. 6 [sin.0 cos.» sin.«</’« -t- sin.0 cos.» cos. «</»’ — 
2 sin. 6 sin.» sin. tdtdti -t- a cos.0 cos.» sin.»»/»»/^’-*- (sin.0 cos.» 
cos.» -t- cos.0sin.») »/»’H- a (cos.0 sin.» cos . « -+- sin. 0 cos.») dtid^ 
H- (sin.0 sin.» cos.» — cos.0 cos.»)»/*» -t- (sin.0 cos.» cos.» - 4 - 
cos.0 sin.») »/<f’ — (cos.0 cos.» cos.» — sin.0 sin.n)»/*^] -4- 
r sin.ff (cos.» cos .»»/*» — . sin.» cos.» dt * — a sin.» cos. »</»</» — 
cos.» sin. ( »/»* — sin.» sin.» »/*»), 

d'z= r cos. 6 (sin.0 cos.»»/*» — sin.0 sin.» </»’ H- 2 cos.0 cos .tdtdÇ 

— sin.0 sin.«</^*-4- cos.0 sin.» </*^) -t- r sin.C (sir.» »/’ » -4- 
cos .»</«*). 

Dans la formation de d'xJx -4- d'yJy -4- d'zJz, on pourra né- 
gliger tous les ternies multipliés par r’sin.6 cos.6 cos.0, r* sin.l? 
cos. Ç sin.0, l’autre facteur no dépendant que de », », <f. En effet, 
dans la valeur de / (d'xJx d'yJy -4- d'zJz) d M, ces der- 
( niercs quantités sortiront de dessous le signe /, puisqu’elles ne doi- 
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vent pas varier relativement aux intégrations indiquées qui se rap- 
portent à la position des différentes particules dans le corps; et les 
termes dont il s’agit auront pour facteurs f r 2 sin. 6 cos. 6 cos.0 </M , 
fr 2 sin. 6 cos . G sin.Q ffM, quantités milles, dans l'hypothese que 
l’axe parallelle à NZ est un axe principal. Ou verra aisément ensuite 
que tout se réduit à ne pas écrire les termes qui auront pour lacteur 
r 2 sin. G cos. G. Ainsi 


d'xi fx -+- d 2 y$y -+- d'zfz — r’ cos.G 2 { [sin. 0 * {d 2 1 -t- sin.* 
co s.tdti 2 -I- 2 sin.effirff £) -+- sin.0 cos.0 (zdtdÇ — siu. • t/ 1 »)] <fe 
— [sin.0 cos.0 (sin. td’t -H cos.ifft’-i- 2 sin. t'dndÇ) -4- 
sin. 0 * (2 sin.e cos.ifff ffif — 2 sin. » dfd£ -f- sin. t 2 d 2 n) -4- 
2 sin .tdtdÇ — d 2 » — cos. t d 2 £ ] «f >1 — [sin .0 ros .0 ( dt 2 — 
sin.i’r/»*) -f- 2 sin. 0 ’ sin. tdtdtt — cos.iff 1 » — <f Ç } -4- 

t 2 sin.fi* [(ff’« — sin.» cos.iff»’) f H- (sin.*’ff’»i 2 sin.i 
cos .tdtdn) «T»]. 

(i 34 ). On mettra dans l’expression précédente sin. 20, 1 — ros.2 0 , 
pour 2 sin.0 cos.0, 2 sin.0’, puis cos . iy cos.2^ — sin. 27 sin. 2^, 
cos.2 y sin. iÇ -+- sin. 27 cos.2^, au lieu de cos.20, sin. 20; et 
après avoir fait, pour abréger, 

fr 2 cos.Æ’ffM =A, f r’sin.6VM = B, f r 2 cos. Æ’cos.a^ffM = E, 
y r* cos. G 2 sin. 2 y d M = F, E sin. 2 Ç -t- F cos.2 £ = ni , 
E cos.20 — F sin.a^ = «, 


Pi: 


■ inj‘ 


A — aB • </»' . » • d»d{ /d%d? 

— sin. 2 sin . t -r-r- - 4 — /?2 ( — 

4 dt a t \ dt 


*in i d**\ _ / d't iin.a* </•' , „ dtdÇ\ 

— 7?) — n s,a -‘ ~î^)' 


Qi = 


îB — A 


(S- 


d . ro*. 1 i d u 
dt* 


5111. C 


( d . «in. «</* 
Tdt* 
•d? \ 

dt* )' 


I — CO». 1 * d»d{ \ 

a dt* ) 


) H- A (£ - 

( d ‘‘ 

n C 4 *' 


) - 

d . cos . ai dm 

+ d? “ 


r» a fà'i . d.co%.*dn\ /i— cw.ai </»• \ 

Rl = A (-ÜF H ï— J { 4 3 ? — Tïf) ■+■ 


d*d 

ldi * » 


on aura 

' d* x 


/(& ^ + + 

- 4 - Rl«f£ 


Qi«f* 
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Si le corps, ayant reçu une première impulsion, n’étoit plus sollicité 
par aucune force accélératrice , on auroit 

Pi «fi H- QicTit -H RiJ'^=o; 


et pareeque les variations Jt, «T n , J <f, doivent être indépendantes 
les unes des autres, on en tireroit 

Pi=o, Qi = o, R i = o , 

équations qui, dans ce cas-là, serviroient à déterminer les différents 
mouvements du corps autour de son centre de gravité. 

(i35). Ces équations scroient Pi — Pa = o , Qi — Qa = o,' 
Ri — Ra = o, si le corps avoit non seulement reçu une impulsion 
initiale quelconque, mais qu’il fût encore sollicité à chaque instant 
par l’attraction des corps qui l’environnent. Si nous pouvons n’avoir 
aucun egard à la figure de ces corps environnants, nous tirerons les 

valeurs de Pa, Qa , Ra, de M 1 J^—r: ffM -+- M" J </M -+- etc. 
Or nommant (fi g. VIII) 

la projection de la distance de M' au point A sur le plan BAD . . r\ 


sa longitude par rapport à l’axe AD 

la tangente de sa latitude par rapport au plan BAD s 1 , 

on aura ( n° 129) 


x' — X = r' cos.<p\ y' — Y = r' sin.p', 2' — X = r' j'; 


partant 

ù.' 1 — r 1 -+• r' 1 (1 -4- s 1 *) -r- a r' (x cos. ç' -t-/ sin.?' -+- zs'). 
On ne fera varier que « , «, çf, et on en tirera 

/ A' r' cotV/ r -f- r' -f- r's'Js 

A'* » 


où, après avoir mis pour x, y, z, Jx, Jy, Jz, leurs valeurs, on 
effacera les termes multipliés par r sin.£, r cos. £ sin. fl. rcos.£ cos.fi, 
r 5 sin. £ cos. £ sin. 8 , r sin. £ cos. £ cos.fl ( n° 1 3a ). Mais r 1 étant né- 
cessairement très grand par rapport à r, il suffira de prendre 


» 1 r 1 x -f- y "l 

*'• — ,<*o + L lH_0 

de plus, cette substitution étant laite dans la valeur de — on trouvera 

r^cos.ip'efx -t- sin.?' Jy -f- s' Jz), 

qu’il 
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qu’il faudra négliger, puisque chacun de ses termes aura pour facteur 
uue des quantités dont nous venons de parler ; on aura donc 

/ A r 3 / . (g co»V -f- y »n.» f -f- ss'y 

a r” (• + #'")* * 

où x cos.p'-l- y sin.p' -t- zs' = r cos. S cos .0 cos.(®' — »)-+- 

rcos.£sin .0 [j'sin.« -t-cos.» sin.(<p' — p)] — rsin. êfr'cos. s 

sin.* sin.(p' — p)]. 

( » 3 6 ). En élevant au quarré cette dernicrc quantité, on n’écrira 
pas les termes qui seront multipliés par r’sin. £ cos .6 sin. 0 , r 2 sin.£ 
cos. £ cos. 0 ; et après avoir fait , pour abréger, 

j’sin.j-r-cos.f sin.(p' — »)= ti, .dcos.f — sin.* sin.fsp' — «) — tu, 
et avoir substitué y-\- 0 , on aura 

r [cos. C®' — it ) 1 H- ( * i ) 3 — t — (cos. 2 y cos. a sin. 2 y sin. 2 £ ) 

(cos.p' — w) 1 — (n) 1 ) -f- 2 (cos. 2 y sin. 2^-+- sin.2> cos.2^) 
i 1 cos.(p' — »)] -t- r 1 sin.£’ (if 1)’. 

A cause de 

Jit = iticTe — cos.* co s.(ip' — p) d'n, 

«Tpi = — tiJ'î H- sin.t cos.(p' — f) d'n, 

la différentielle de notre quantité sera 

r 1 cos. £* [iiitid's — (t 1 cos. « cos.(®' — p) — cos. ( <p' — p) 
sin.(<p’ — p)) d'p-t-(cos.2>cos.2^’ — sin.25, sin. 2^) ( — upid'e 
- 4 - ( • 1 cos. (H- sin. (<p' — p)) cos.(<p' — p) <fp -4- au cos.(<p' — p) 
d'if) H- (cos. 2 y sin. 2^ H- sin . zy cos.2^) (pi cos.(p' — p) d't 
-t- (11 sin.(<p r — p) — cos.« cos.(<p' — p) 1 ) eTp -h ( (*i) J — 
cos.(?>' — p)’) d' £)] — ar’sin.^pi («îcf* — sin. * cos. ( <p' — pjd'p). 

C’est pourquoi si nous supposons 

fit. cl M = — Pl/ * + Q 1 *' 

nous trouverons 

P2 = (A — 2B) « 1 pi -t- p 1 (m cos.(p' — p) — n ti), 

Qa = (A — 2B) (sin.(®' p) — « i cos.«) cos.(®' — p) 

O 
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m (* i sin.(®' — *) — cos.« cos.(®' — it) 1 ) -f- n (sin.(®' — ») 
-+- f 1 cos.i) cos.(®' -r- »>), 

Ra = m ( (u)’ — cos.(®' — »)’) -+- 2/2»i cos.(<p' — »); 

on s’est rappelle sans doute quelles sont les quantités désignées par 
A, IJ, /n, n (n° 1 34 )• 

(137). Ayant nommé r", <p", s", les quantités relatives à r', ®', a*, 
et qui conviennent à l’orbite du corps dont la masse est M", si l’on 
fait 

/ /*“ 2 . PS/’ -I- 4- 

i”’ 1 1 r"'(l +»''■)* ’ 

on trouvera P 3 , Q 3 , R 3 , en mettant ®”, s", au lieu de ®', s\ dans 
l*a, Q 2 , R 2 , et ainsi de suite. O11 aura donc, pour déterminer les 
dilîèrents mouvements du corps autour de sou centre de gravite, les 
trois équations 

Pi— 1MV -3 (i+/' , ) _ ' 1 , 2- ctc.=o, 

Qi — ïMy _3 (i-4-a' 1 ) _ 'Q2— 1 MV ,_3 (.+/ > )“'Q 3 - etc— o. 

Ri — IMy” î (i-4-j' , )~ 'Ra — iM''r" —3 (i-f-a"’)‘ _ ’R 3 — etc.=o. 

Quant à A, B, E, F, ils dépendent de la figure et de la constitu- 
tion intérieure du corps. Nous nous en occuperons dans les chapitres 
suivants, où nous démontrerons que lorsque le corps peut être re- 
gardé comme différant peu d’une sphère, ce qui est toujours vrai dans 
notre système planétaire, les quantités E, F, et A — 2 B, sont très 
petites par rapport à A et B. Cette remarque nous sera d’une grande 
utilité uans les approximations qui vont suivre. 

(i 38 ). Si le corps, dont la masse est M , est la terre, dont l’équa- 
teur sera représenté par le plan OAF (fig.Vl 1 1), la commune section 
AF de ce plan avec l’écliptique BAD sera toujours perpendiculaire 
à la projection de l’axe de la terre sur ce dernier plan, et fera avec 
AD un angle # dont la différentielle sera l’angle élémentaire de la 
précession des équinoxes. L’angle t, qui est 1 inclinaison de l’équateur 
sur l’écliptique, est encore le complément de l’angle que l’axe de la 
terre fait avec le plan de l’écliptique ; la variation de cet angle don- 
nera la nutation de l’axe. La variation de l’angle Ç sera l’élément 
de la rotation de la terre autour de son axe : celle ci est beaucoup 
plus considérable que les deux autres. En effet , la procession des 
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équinoxes étant d’environ 5o secondes -i- par an , le mouvement 
annuel de la terre sera au mouvement rétrograde des équinoxes , 
ces deux mouvements étant supposés à-peu-près uniformes, comme 
36o° 5o", 3. De plus , l’année étant de 365 jours } , le mouvement 
de rotation de la terre est 365; fois plus grand que son mouvement 
annuel. Donc dÇ\ du à-peu-près I ! 360° • 3o5 j \ 5o", 3. La va- 
riation de » est encore beaucoup moins grande, puisque l’obliquité 
de l’écliptique ne diminue que d’environ une minute tous les cent 


. — 3 


ans. Les quantités M’c' ( i — t— s 1 ’) 


. - 3 


(» 


’) 


où, dans le problème actuel, M', M", représentent les masses de 
la lune et du soleil, sont facteurs de termes de l’ordre E, F, et 
A — 2B ; nous pourrons donc nous contenter de leurs valeurs 
moyennes. Or, en regardant l’orbite de la lune comme circulaire, et 
en nommant t son moyen mouvement autour de la terre, l’équa- 


tion (4 ) du n° 26 donne ~=^ T , ou (n° 49) ~ — 


M + M ’ 


donc si l’on fait 
M' r" 


M’ 


*•'’ 1 1 




M + M 1 

(l 


= ft, on aura 


l+l" dl 


d t* 

= f* TT-' 


en négligeant la seconde puissance de s'. On sait aussi que le quarré 
du mouvement moyen apparent du soleil autour de la terre est a-peu- 
près le du quarré de celui de la lune; on aura donc, en faisant 

M" , M" ~ . . - - 


M ■+. M' 




— . C’est pourquoi , si nous écrivons 


/u, ^pourM'r' 3 (i-t-r'’) «, M " r" î,dansles 

équations du n° précédent, £ y désignera le mouvement moyen d« 
la lune autour de la terre. Ces équations deviendront par- là 


Pi — ](^ P 2 -+- ^ P3) = o, 
Q 1 — * (/* Qa te; Q3) = o, 

Ri — = 


(139). Pour résoudre les mêmes questions relativement à la lune, 
on nommera M la masse de la lune, M' celle de la terre, M" celle 
du soleil ; on fera passer par le centre de gravité a de la lune un plan 
bnd qu’on nommera l’écliptique lunaire, et qui sera parallèle à 
l’écliptique proprement dit BAD qui passe par le centre de la terre 
( fg. Xl). La position de ce centre, par rapport au point a, sera 

O ij 
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déterminée par les trois co-ordonnées an, r' cos.? 1 , nq , r' sin.? r , 
q A, r' s'\ cette distance r 1 , la longitude et la latitude étant vues du 
centre de la lune. La position de la particule JM, que nous suppo- 
sons en Z, sera déterminée, par rapport au même point a, par les 
trois co- ordonnées a/>, x, p»i,y, ntL, z ; celle du soleil, que nous 
supposons en S, par «P, PM, MS. Quant à la position de S, par 
rapport à A, elle sera déterminée par AR, r" cos.?", RS, r"sin.?"; 
ces quantités r”, ?", étant toujours relatives à l'orbite apparente du 
soleil autour de la terre. On aura donc 

a P = r' cos.?’ -4- r " cos.?", PM = r' sin.?' -4- r" sin.?", 
MS = r's’; 
et , à cause de 

ZÀ J = (an — ap)' -t- (qn — »>/>)’ -t- (</A — wZ)', 

ZS’ = (aP — <7/>)’ -+■ (PM — pin)* -t- (/«S — mZ)% 

A" = r’’(i H- i') — 2 r' (x cos.?' -I - y sin.?’ -f- s’z) r 

A"‘= r* -h r " 1 -t- r’ 1 ( i H- s' 1 ) -h 2 r' r" cos.(?" — ?') — 

2 r' (x cos.?' -t-_y sin. ?'.-+- zi) — ir Jl (x cos.?" -t-j sin.?"). 

Mais r" étant beaucoup plus grande que r', on pourra, dans la va- 
leur de A'' 1 , négliger 2 r' (x cos.?' -4- y sin.?'-t- zi) auprès de 
a r" (x cos.?” -r- y sin.?"), et se contenter d’écrire /•"’au lieu de 

-j- r' 1 (i H- i‘) -+- a r 1 r" cos.(?" — ?'). Par ces réductions 
A " 1 ne serait autre chose que A ' 1 où l'on aurait fait i nul et où l’on 
aurait substitué r ", ?", à r', ?'. Ainsi dans ce problème, comme 
dans le précédent , on trouvera P3, Q3, A3, en faisant i' nul dans 
P2, Q2, Rï, et y substituant ensuite r ”, ?'', à r', ?'. Il est donc 
clair que les questions que nous nous sommes proposées seront réso- 
lues par les équations du n° précédent. 11 suffira de transporter à la 
lune ce que nous avons dit de la terre, et réciproquement. Les seules 
quantités r", ?", conserveront dans l’un et l’autre problème la même 
signification. 

(140). Cependant ces équations, dans l’un et l’autre cas, ne 
pourront point être intégrées de la même maniéré. Lorsqu’il s’agit 
delà terre dÇ ’ di ;; 27 ; 1 ; et les quantités m et n, déjà très 
petites, le deviendront encore davantage par l’intégration , puis- 
qu'elles seront divisées par 2 • 27. Lorsqu’il s’agit de la lune Jç ; de 
à-peu-près dans le rapport d’égalité, puisqu’elle met le même temps 
à tourner sur son axe qu’à achever sa révolution autour de la terre. 
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Si, dans le premier cas, on peut négliger m et «, on auroit tort de 
le faire dans le second; et cette différence est considérable, comme 
on va voir. En négligeant m et n , l’une des équations se réduit à 
Ri = o, d’où l’on lire 

d Ç H- cos.{f/it = adt, 

a étant la constante arbitraire ajoutée en intégrant. On mettra dan* 
les deux autres cette valeur de dÇ\ et, pour abréger, a 1 , b', au lieu 

de * ~ , T * A ; elles deviendront par - là 

d ’ 1 — sin.i cos.t dn' -+- a b' ûn.tdndt — 3 a'/r[r'(i — asin.e’) 
— sin.» cos.t (sin.(<p' — 1?)] sin. (<p' — n)dt'-h sin.* cos.« 
sin.(0" — » >’ dt 1 = o, 

d (dn sin. t’ ) H- ab'd (cos. id t) -+- 3 a! p. [r' cos. * — sin. t 
sin.(<p' — »)] sin.i cos.(p' — ») dt ’ — sin .* 1 sin.(<p" — n) 

cos. (9" — ») dt' = o. 


Ces équations sont identiquement celles que M. d’Alembert a nom- 
mées (Z) et (Y) page 5 i des recherches sur la précession des équi- 
noxe. Cela posé, les forces de la lune et du soleil sur une particule 
quelconque de la terre sont proportionnelles aux masses de la lune 
et du soleil divisées respectivement par les cubes de leurs distances A 
la terre. En nommant donc d , cl' , les distances moyennes de la terre 
à la lune et de la terre au soleil, on a, pour le rapport entre ces forces, 

jt . jm » ou -55- ( 5-. . jri ). Mais jt . J77 désigné le rapport entre 
les quarrés des vitesses angulaires moyennes de la lune autour de la 
terre, et de la terre autour du soleil, que nous savons être A-peu-près 


celui de 180 à 1. Donc ^t ; ^ = 180 ; nous le nommerons 

1' -4- h’. Newton, dans le 3 ' livre des Principes, proposition 3 7, 
a trouvé , par quelques phénomènes de la hauteur des marées , 
x h 1 = 4 r : d'Alcmbert, en supposant la nutation totale de r8", 
a trouvé 1 + /1 1 = 2 j. Mais le rapport du diamètre de la lune à 
celui de la terre étant si on pouvoit regarder ces deux corps 
comme sphériques , homogènes , et de même densité , on auroit 

~ ’ el l ,ar cons équcnt 1 -4- h 1 = 3 5 à- peu-près, valeur 

qui est entre celles de Newton et de d’Alembert. Daniel Bcrnouilli, 
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par quelques observations des marées , qu’il croit plus exactes que 
celles dont Newton a fait usage, a trouve 1 -t- h' = i valeur un 
peu plus grande que celle de d’Alcinbert. Quoi qu’il en soit , voici 
comment ce dernier parvient à intégrer les équations (Z) et (Y ). 

04 Q. Les ternies de ces équations, où se trouvent s', <f \ ç", sont 
multipliés parla quantité très petite a'; on pourra donc se contenter 
de s' = L sin.($' — K), la tangente L de l’inclinaison de l’orbite 
de la lune étant constante , et la longitude K du nœud étant propor- 
tionnelle au mouvement moyen r. Et si l'on met dt pour ^ , £ étant 

alors le mouvement moyen apparent du soleil, on pourra prendre £ 
pour <p" ; Il pour <p', / étant = 1 3 î à-peu-près ; <t' -t- It -t- A t, 
<J>" -4- £ -+- At, <I> -t- h -f- A ' t pour <p' — », <p" — », <p' — K, 
les nombres A, A' marquant les rapports du mouvement rétrograde 
des équinoxes et du mouvement rétrograde des nœuds de la lune 
au mouvement moyen apparent du soleil, et <t>', <!»'', <I>, ce que de- 
viennent <p' — » , <p" — », <?' — 6 , lorsque £ est nul. Donc 

2 siu.($' — K.) sin.(?' — ») = cos. [<f — <I>' -+- (A' — A) • £] — 
cos. [<J> -t- O' -t- (2 / -t- A -f- A') . £] , 

2 sin.(?' — K.) cos.(?' — ») = sin.fG 1 — <J>' -4- (A 1 — A) • £] — 
sin.[<D -H -+- (2 / -t- A -t- A') . £], 

2 sin. ( <p' — »)’ = 1 — cos.2 f«t>' -t- (/-+- A) • £], 

2 sin. (?" — ») J =-1 — cos.2 [<t>" -+- (i -f- A) • £] , 

2 sin.(p' — ») cos.(p' — ») = sin.2 [«K' -t- ( / -+- A) • t], 

2 sin.(p" — ») cos.(?" — ») = sin.2 [Q" -t- ( 1 -+- A) • t]. 

On pourra mettre encore 1 pour yu', ■ ’ pour /u. Toutes ces 
substitutions faites, M. d’Alembert remarque que les tenues multi- 
pliés par 

cos.[ 1 > — -f- (A' — A)r], sin.[<I>— (A' — A), f], 

auront, après l’intégration, pour diviseur, A' — A, et seront beau- 
coup plus grands que ceux qui auront pour diviseurs 2 1 -t-’A' -+- A, 
/-t- A ; il regarde donc ceux-ci comme nuis : il néglige aussi r/» au- 
près de dt; et dans tous les termes qui peuvent être divisés par 
a = 365 ;, il met, au lieu de f, », leurs valeurs moyennes. Soient 
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E et H ces valeurs moyennes ; les équations (Y) et (Z) devien- 
dront 

df -+■ (1 -h h') cos. E sin. [ <& — (A' — A), r] de = o, 

tl ”=77p-( l + h ') ( L itirê c os.[<f — <&' -+- (A' — A) • t] — 
cos.E) dt -f- cos .Edc = o, 

desquelles on tire évidemment 

* = E -+■ T, & L C0S - E cos. [ <I> — * ’ ( A' — A ) . t ] , 


* = « ' - £r <»-»-*> «»- E - * sin. [4. - 

V-+-(A' — A)-/]. 


(143). Lorsqu'il sera question de la lune, on ne pourra pas né- 
gliger m et u j il faudra recourir à quelque substitution que nous ex- 
poserons lorsque nous aurons résolu le problème suivant: 

Trouver tous les points de la surface de la terre qui, dans sa révo- 
lution diurne, rencontrent les droites qui joignent les centres de la 
terre et de la lune, de la terre et du soleil. Nous nommerons y', G', 
les angles correspondants à y, €, qui déterminent la position d’un 
des points rencontrés par la droite qui joint les centres de la terre et 
de la lunes et ayant mis dans A' (n° i'jp) y', €', au lieu de y, G, 
cette distance devra être un minimum. On la différentiera en faisant 
varier les deux angles , et on aura 

d (x cos. ©* -f -y sin.ip' -+-zr') = [sin. G' cos.(>' -+- cos.(©' — n) 

- 4 - 11 sin. G' sin. ^)-l- m cos. G’ J rdG'-*- [cos. G'sin. 
cos.(ip' — u) — * 1 cos.G' cos. ( y ' -4- ^)] rdy' = o. 

En faisant séparément = o les coefficients de d€', dy\ et , pour 
abréger, 

u sin.^-t- cos.^ cos.(<p' — if) = «2, 

«rcos.^ — sin.^ cos.(ip' — «) = «2, 

on en tirera 


COt.C' 1 _ « > fOS *v * 

— »» ;nrr = ‘ ac *».>' — »*« n . y, = 12; 

et par conséquent 

sin.> ✓£(■ »)*•+■ (.^rj » C0S- y ~ v'aiJ) 1 -!- 1 

sin. G' = — cos g' _ y/ [(’»)* + ( ■»)*! 
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Mais (la) 1 -4- («a) 1 -4- (ni)’ = (il)’ -+- (ifi) 1 -4- cos.(ip' — «)> = 
i -4- s' 1 ; donc 

ni = — sin.6'v/(i -4- s' z ), (*a)*-4- («a) a = cos.C'’(t -4- a' 1 ); 
et par conséquent 

»2 = cos.€'cos.7’\/'(i - 4- a' 3 ), * a = cos . 6 ' sin. y' */(i -+- s '‘ ), 

On en tirera facilement 6', y', en », », Ç. Si on vouloit les points 
rencontrés par la droite qui joint les centres de la terre et du soleil, 
il suffirait de changer dans les formules précédentes ®' en ®", et d’y 
faire s' nul. 

043). Lorsqu’il s’amra de trouver les points de la surface de la 
lune qui , dans sa révolution autour de son axe, sont rencontrés par 
la droite qui passe par son centre et le centre de la terre , l’angle y' 
sera nécessairement très petit , à cause que la lune montre toujours 
à-peu-près la même face à la terre. On pourra le substituer avec 
avantage if , comme l’a remarqué M. de la Grange dans la première 
des deux pièces citées n° 125. Or la seconde équation du minimum, 
trouvée dans l’article précédent , donne 


tang.(/ -4- = cos.. tang.(®' — ») . 


C«M »' — •) * 


laquelle , si l’on met pour cos.« sa valeur t — 2 jin.(-^)\ devient 
tang. (>' -4- O = tang.(®' — ») — 2 sin. (-£-)' tang. (®' — . ) 

t ' sin.* 


Mais s’ est toujours assez petit, puisque la plus grande latitude de la 
lune ne passe guere 5° 9' ; ., qui est l’inclinaison tic l’équateur lunaire 
à l’écliptique, est aussi très petit, puisqu’il n’est que d’un ou deux 
degrés : on pourra donc se contenter de 

tang.(>' -4- O = tang.(®' — »), ou de y' -4- ^ = ®' — *; 


et on aura 


dÇ = t/®' — dy' — dti, 

d£ - 1- cos.i dn = t/®' — dy ' — 2 sin. du = d<p ’ — dy', 

en continuant de négliger la seconde puissance de sin. -L. O11 pourra 
encore n’avoir point égard aux termes qui proviennent de l’action du 
soleil, et qui ont pour diviseur 180; les équations propres à déter- 
miner 
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miner les differents mouvements de la lune autour de son centre de 
gravité seront donc 

Pi — ;/uPa=o,Qi — !/tQa=o, Ri — 1 /aRj = o, 
où d£= d (<p' — y') — cos.tdn. 

( » 44 ). Nous remarquerons d’abord qu’en regardant la lune comme 
peu différente d’une sphere, les quantités a B — A, E, F, sont très 
petites, et que par conséquent les termes qu’elles affectent dans les 
valeurs de Pi , Qi , Ri, sont au moins de l’ordre sin. nous pour- 
rons donc les négliger, et nous aurons 


Rr=A rf ' *‘ 7 /’ , 

Qi = Ri cos. 1 — A sin.e ^ 


d% </(*' — > # — ■) 
dt 1 


Pi = 


• aB d* % 
— 1 ? 


■ A sin.» 


dm 

77 


y' — >) 

7i • 


Nous remarquerons ensuite que 
R 2 = aE»2 ir 2 -+- F {(12 ) 2 — (*2)’], 

Q 2 = R2 cos.» - 4 - (A — 2B) (sin. (?) ' — n) — <1 cos.») cos. (<p' — ») 
— ni sin.e [E(«a ««.(’-t- na sin.^ 7 ) -4- F(na cos.^ 7 — »2 sin.f)], 
P a = (A — 2 B) »i»i -t- ni [E(ea sin .^ 7 — nacos.^ 7 )-»- F(n2sin .^ 7 
- 4 - «a cos. J. 

Donc î". Ra == (n" 142) 2 (1 H- s '*) cos.S' 3 [E cos.y' sin.y'-4- 

F (sin.y' 1 — cos.y' J )] = (i-4-j' 1 ) cos. 6'’(E sin.2y' — F cos. y') 

= E sin.ay' — F cos. 2 y', 

si l’on peut prendre l’autre facteur pour l’unité. Or 

sin.6' 1 (1 -t- s' 1 ) = (ni)’ (11° 142) = [s' cos.» — sin.» sin. ($' — n)]* 

(n" 1 36 ) ; d’où l’on tire ( 1 - 4 -s' 1 ) cos.6'' = (i -t- s' 1 ) (1 -t- s ' 1 sin.»’ -+- 

ai 1 sin.e cos.» sin. ( <p r — n) — sin.» 1 sin.(p' — n)*] = 1, 

étant convenus de négliger les produits de deux dimensions des 
quantités très petites sin.» et s'. 

2°. A cause de cos. 6 ' y/(i - 4 - s' 7 ) = 1 , et de ^ = <p' — y' — » 
(n° 143)1 on a 

»a cos. £ -+■ n 2 sin. Ç = cos. S' \/( 1 - 4 - r' 1 ) cos. — y') = 
cos.(^' — 2 y' — n), 

«2 sin. £ — na cos. Ç = cos. 6 ' \/(i “t" •»' 3 ) sin.^ — y') = 
sin.(^' — 2 y' — n): 

P 
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de plus sin. (<p' — «) — «i cos.» = — ni sin.i (n° i36)-, ainsi en 
regardant sin. y' comme étant de l’ordre de s' et de sin.», on aura 

Q a = R 2 cos.» — ni sin.f [(A — aB+E cos. 2 y') cos. (9' — ») 
— F cos. 2 y 1 sin. ( <p' — »)], 

P2 = »i [(A — 2B) cos.» sin.(9' — «) -f- (E 5111.(9' — ir) 

F cos. (9' — »)) cos. 2 y']. 


(14 5). Les équations que nous venons de trouver deviendront 
extrêmement simples, si y 1 est un angle assez petit pour que nous 
puissions nous permettre de prendre y' pour sin. y', et 1 pour le 
cosinus du même angle. Elles seront alors 




■V aE) 1 — F 


if t 

di * a 

</(*' — >' — ») 3^u 

A 

iri 



P A — a B F- 

37 

dt a 

= 0, 

L A 


1 t aA m d» 

d{9’ 

— ~ ») 

Ut 

■ ** A -h AÜ S,n - { J, 




E sin.(# f — >) - 4 - F co*.(#' — ») 
A-f 


• (jTtI cos. 1 sin. (9'—») 

)=o. 


On verra aisément que 9' est la longitude de la lune, vue du centre 
de la terre, augmentée de 180% et qu’on peut prendre = — 
2 e /i sin.n t, e étant l’excentricité de l’orbite de la lune , et n — i 
le rapport du mouvement de l’apogée au mouvement moyen en lon- 
gitude. Par cette substitution la première équation deviendra 


J'y' , 3«E , 

-rr H y — 2 en sin .ne, 

dt* A • iA ’ 


qui a pour intégrale complote (C. I. pag. 210), 

y' = bcos.t\/'- J £-¥- c T- *'"" E sin -' 1 '- 

n — 3 Mt 

Mais £ -t- y' est à très peu près égal 9’ — n ; on aura donc, en 
déterminant la constante arbitraire b par la condition que y' soit 
nul lorsque t = o , et nommant T la longitude moyenne de la lune , 

Ç = 180 0 -F- T — » -+- sin. n t — t .. K sin./iz 

i(i — cos.fy/^) — c sin.t y/ 


«■ — 
3 a - r. 


TftÈ, 

A 
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(146). Ainsi le mouvement moyen de rotation de la lune est égal 
à son mouvement moyen autour de la terre , moins le mouvement 
moyen de ses points équinoxiaux ; ce qui fait qu’elle nous présente 
toujours à-peu-près la môme face. Mais si l'on désigne par A le rap- 
port de la précession moyenne des points équinoxiaux lunaires au 

mouvement moyen t, on verra que comme -j- ne peut être fort diffé- 
rent de 1 H- A, il est permis de substituer dans les deux autres équa- 
tions (1 -t- A) de à d (<?' — y' — if). On y fera aussi s' négatif, par- 
ceque (n° i 3 ÿ) c’est la tangente de la latitude de la terre, saie du 
centre de la lune , et supposée au-dessus de l’écliptique lunaire; que 
cette latitude est bien égale à celle de la lune, vue de la terre, mais 
qu’elle est de signe contraire. 11 faudra donc substituer à *1, — 
s' cos.f — sin. t sin.fp' — r); et s’il suffit de prendre s' — — L 
sin. (p' — 180° — K) = L sin.f?' — K), on mettra dans ces 
équations, au lieu de 2 » 1 cos.(©' — »), 2 m sin.(?' — ir), ces 
valeurs 


— L cos. « [sin. (2 ?' — » — K) — sin. (K — *)] — sin. t 
sin.2 (©' — »), 

L cos.f [cos. (2?' — » — K.) — cos. (K. — «)] — sin. c [1 — 
cos. 2 ( <f ' — » ) ]. 


De plus, en désignant par A' le rapport du mouvement rétrograde 
moyen des nœuds au mouvement moyen t, on a, à très peu près, 

? K ~ 0 proportionnel à A — A' ; d’où il suit que les termes où en- 
treront les sinus et cosinus de K — « devant avoir A — A' pour di- 
viseur après l’intégration, seront beaucoup plus grands que les autres. 
Si nous nous contentons de ces termes, nous tirerons des équations 
dont il s’agit 


(t H- A ) 57 = Y [- — L cos.f sin. (K. — n) -t- £ (sin.f -+- 
L cos.f cos. (K — #)], 

r ( A — ail) rot.t + E , T ^ (R _ , ) , ) 


.. . ,, a __ 3." rCA-*H)«».. + E ,r 

O ■+■ *) 17 — — T L a 

— -j L cos.f sin.(K — »)] 


COS. < 

tin. 1 
an d' 


a A 


sin 




Soient f' et »' les valeurs moyennes de t et if ; au lieu de sin.f, cos.f, 

Pij 
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onmettra sin. cos. qui n’en different pas beaucoup ; et intégrant 
ensuite , on aura 


• = - 4ÏT+77 FlHÎfc* L cos,.' »s.(K si „. h- 

L cm. i ' fin.( K — »)*| 

r^T’ J» 

"(À — a B) cm.*'-!- E / L cosV sin. (K — ■> . 

V (>. — k’j >m.i' ‘ J ”*"* 


» 


•V 


7 F 


F !. cos.i'coj.fK — »)"1 A -f- a B 

~Â ix — a') sin.i' J a ( i -f- > ) 


//« 

y A lia .%’di * 


(147). Si le mouvement des points équinoxiaux de la lune est 
égal au mouvement des nœuds de l'orbite , comme M. Cassini l’a 
découvert, ou si A = A', les intégrales précédentes ne pourront être 
d’aucun usage. Mais en nommant b ce que devient K. — » lorsque t 
est nul , on a dans ce cas 


f = t — H 


3 *.* r 

4 (»-+->) L 

1' cos.é)] 

r 

4 0 -H») L 

cou.* ' sin. A “I A 

J ai» 


A — 2 B E 


L cos.t' cos.é)], 

/ Z ftt r (A — aB) rov« ’ -h E 

* 4 ( > -h L Â 


L cos. 1' sin. b -h — (sin. t' -4- 


, A sin.t'Jf * 


où b est nul , si l’on peut encore admettre avec le même astronome 
que le nœud descendant de l’équateur lunaire est toujours au même 
point que le nœud ascendant ae l’orbite de la lune. 

Pour parvenir aux intégrales dans les problèmes de la précession 
des équinoxes et de la libration de la lune, nous avons fait bien des 
hypothèses; peut-être seroit-il possible d’en faire moins, et de rendre 
par -là les solutions plus exactes : c’est ce que M. de la Grange s’est 
proposé dans les Mémoires de Berlin pour 1 780, comme on le verra 
dans les articles suivants. 


(148). Nous ferons, pour abréger, 
rcos.6 cos.y = a, r cos .S sin. y — b, — r sin.ê = c , 
cos. £ cos. n — sin. Ç sin.» cos. t = m, 

— sin.^ cos.» — cos.^ sin.» cos.t = n, sin.» sin.» —p , 
cos.^ sin.» - 4 - sin . £ cos.» cos.t = m', 

— sin. Ç sin.» -t- cos.^ cos.» cos.t = n', — cos.» sin.t = n', 
sin . Ç sin.t = m", cos . Ç sin.t = n", cos.t = //'; 
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et nous aurons ainsi (n° i3i) 

a == am -4- bn -f- cp, y= am'-+- bn! -f- cp', z= am"-h bn"-+- cp”, 

où m , n, p, m', n\ p', m", n", p", sont les seules quantités qui 
doivent varier dans les différents mouvements que le corps peut 

f irendrc autour de son centre de gravité. Mais lorsqu’il s agit de la 
une , « est une quantité très petite ; et si l’on suppose 


tang. -î- sin.^ = q , tang. -j- cos.^ = u , 

q et u seront des quantités très petites dont on pourra négliger les 
produits de plus de deux dimensions. On aura 


2 tang. 


( tan B- t)* 


cos. 


f i a (tang- t)* 

i -H (taiig.-^) 1 


Ayant fait ces substitutions, et mis ensuite q , u, au lieu des quantités 
qu’elles représentent, » au lieu de £ -K », on aura 

m = ( t — 29 1 ) COS.» -+- iqu sin.», 

n ; — — (i — 2 « 1 ) sin. » — 2 q u cos. », 

p — iu sin. w — 2 q cos.», 

m'= ( t — 2 q’) sin.» — iqu cos.», 

n' — (î — 2u’) cos.» — iqu sin.», 

p' == — 2 u cos.» — 2 q sin.», 

ni"= 2 q, n" = au, p" = î — 2 q 1 — 2 u*. 


(«49). Maintenant t étant la longitude moyenne de la lune, vue 
du centre de la terre , 1 -t- 180° est la longitude moyenne de la terre 
vue du centre de la lune , t -t- 180° — it la longitude moyenne de la 
terre comptée depuis le noeud ascendant de l’équateur lunaire, et par 
conséquent t — it cette longitude comptée depuis le nœud descen- 
dant, ou depuis l'équinoxe du printemps de la lune. Or il résulte des 
observations de la libration de la lune faites par Mayer, que si on 
transporte cette longitude t — n sur l’équateur lunaire en partant du 
même équinoxe, elle doit toujours répondre à un même point de cet 
équateur; en sorte que le méridien lunaire qui passera par ce point 
sera fixe sur la surface de la lune. Si donc on prend ce méridien pour 
le premier méridien lunaire, et que l’on suppose que c’est celui qui 
passe par l’axe des a, et qui fait, avec le colure de l’équinoxe d’au- 
tomne de la lune, l'angle comme il fait , avec le colure de l’équi- 
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noxc du printemps , l’angle f — x, et par conséquent, avec celui de 
l’équinoxe d’automne , 1 angle f — x H- i8o°, on aura t — * 
-4- 180% ou » — t -t- 180°. Cela est fondé sur la non-rotation appa- 
rente de la lune, et sur l'hypothese de l'imiformité de la rotation réelle 
de cette plancte autour de son axe , et du mouvement des nœuds de 
son équateur sur l’écliptique. Si ces mouvements sont sujets à quel- 
ques inégalités, la distance du premier méridien à l’équinoxe du prin- 
temps ne sera plus exactement égale à f — x ; nous la ferons = t — 
x -t- p, p étant une quantité très petite, dépendante de ces inégalités, 
et qui jusqu’ici a toujours échappé aux observateurs. Alors nous au- 
rons » = i8o° -WH- p; et pareequ’on peut se contenter de sin.p 
= p , cos. p = î — — , nous aurons aussi 

sin.» = — sin.(f H- p) = — (i — -Ç-) sin.f — p cos.f, 

cos.» = — cos.(f h- p) = — (i cos. f-t- p sin.f. 

Mettant ces valeurs, et négligeant les produits de plus de deux di- 
mensions de <7, «, p, on aura 

m — — (i — a <7* — cos.t -t- (p — 27/1) sin.f, 

n = (i — 2 ü’ — -Ç-) sin.f H- (p -f- 2 <7 u) cos.f, 

p = — (ja H- 2ÿp) sin.f H- (29 — 2 up) cos.f, 

m' — — (1 — 217* '—'ÿ sin.f — (p — 2<7«) cos.r, 

n ’ = — (1 — 2 — -f) cos.f H- (p H- 2 <7 w) sin.f, 

p' = (2« -t- 2 <7 p) cos.f -t- (2 q — 2 n p) sin.f, 

m"— 2 <7, n" = au, p" = 1 — 29’ — au’. 

(i 5 o). Nous supposerons que les axes parallèles à a, b, c, c’est- 
à-dire l’axe de rotation de la lune, et les deux diamètres de son équa- 
teur, dont l’un est dans le premier méridien, et l’autre perpendi- 
culaire à ce méridien, sont des axes naturels de rotation; ce qui 
rendra (n° 111) y acd M, f bed M, f abdM, nuis. Quand mémo 
cette supposition ne serait pas rigoureusement vraie, elle est si ap- 
prochée , comme nous le démontrerons dans les chapitres suivants, 
qu’on peut l’admettre pour simplifier les calculs. En effet, une fois 
admise, la quantité d‘x «T x H- c/’jd'/H- d*z$z (n° i 33 ) devient 
a'td’mfm -t- d’m'fm' -h d'rn"£m") -t- b s (cQ/jJ'/j h- 
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d'n’Sn' -+- d'n"Sn") - 4 - c'(d'pSp -+- d' p' S p' -+. d' p" S p"). 
Mais 

Sm = (4 7 ^7 *+" P J'p) cos -f - 4 - (J'p — 27 «T « — 2 u J'7) sin./, 
J'" 1 ' — (4 7^*7 " 4 - p J'p ) sin.f — (J'p — 2 7 J' u — 2 u Si/) cos .f, 
Sn = — (4 « J' « ~ 4 - p J' p) sin.f - 4 - («f p -H 2 7 J' u -4- 2 u J'7) cos. f , 
J' //' = (4 «J*« h- p J' p) cos.f -+- (J'p -t- •xqSu -4- 2 u J'7) sin.f, 
J' / ,== — 3 (J' u - 4 - 7^ P " 4 ” p J'7) sin. £ ■+“ 2 (J' 7 — «J'p — p J'«) cos. f, 
S p 1 = 2 ( J'u — (- 7<J' P — f- p J'7) cos. f-4- 2 (J'7 — u J'p — p J'u) sin.f, 
JW' = 2 J'7, S'a" — 1 J'u, S p" = — 4 (7 J'7 H- «J'u )• 

De plus, étant convenus de négliger les produits de plus de deux 
dimensions de 7, u, p, il sutllra de prendre 

d' ni — (cos .1 — p sin.f) //f 1 -t- 2 cos.f </p//f -t- sin./rf'p, 
d'm" = (sin.f -4- p cos.f) dt’-i- 2 sin.tdpdc — cos.frf : p, 
d'n = — (sin.f - 4 - p cos .t) di ' — 2 sin .tdfdc -4- cos .td'p, 
d'n' = ( cos. t — p sin. f) dt' -4- zcos.tdpdi -+- stn.td'p, 
d'p = 2 (//sin.f — 7 cos.f) </f’ — 4 (</ur/f cos.f -l- dqdcsin.t) 
— 2 (//’u sin.f — d'q cos .f), 

= — 2 («cos.f-4-7 sin.f) //f* — \{dudt sin.f — dqdi cos.f) 
- 4 - 2 (</’« cos.f - 4 - d'q sin.f), 
d'm"= 2 d'q , d'n" = zd'u, d‘p" = o; 

et par conséquent 

. d'mSm -4 -d'm'Sm'-+- d'ni"Sm"= d'pSp -t- 4 (qdt'~ f- t/’ÿ) jq f 
d'nSn - 4 - d'n'Sn’- 4- rf’n'' J'//'' = //'p J'p -f- 4 ( udt'-i-d'ii ) J'u, 
d' p S p -t- d'p'Sp 1 -4- d'p" S p" = 4 (d'q — idudt — <]dt') Sq 
\ {d' u -+- o. dq dt — u/ff 1 ) J'u. 

C’est pourquoi si nous faisons, pour abréger, 

/(a*- 4 -£*)t/M = A, /(a 3 -t- c') dM = B, /(AM- c*) </M=» C, 
d’où 

fa'dM= fb'dU = A + ^~ B ,/c»rfM=.l±-Ç- A , 

nous aurons J d - ■--* + d j*;' + f /M = 
A^J'p-^ 4(B^-^(A-C)7- (B-t-C-A)^) J'7-4- 
4 (CapH-(AA-B)m- (B-t-C — A) J'u. 
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( 1 5 1 ). Soit A la distance rectiligne de la particule </M de la lune 
au centre de la terre , x\ j\ z', les co-ordonnées rectangles qui dé- 
terminent la position du centre de la lune par rapport au centre de la 
terre ; on aura A = \Z[(x' — {y' — /)*-+- (z' — z)’], 

dans laquelle il sera commode de faire les substitutions des n“ y3 
et 7 6. C est-à-dire que / étant la longitude moyenne géocentriquc 
de la lune , on fera 

x'= (i+X) cos./ — Y sin./,y=(i-f-X) sin./H-Y cos./, z'= Z, 

et les trois nouvelles co- ordonnées X, Y, Z, seront très petites, 
quoique plus grandes que a, b, c, qui ne peuvent jamais surpasser le 
demi- diamètre de la lune. Mais faisant, pour abréger, 

a (î — 27* — -Ç) — b(p ■+■ *qu) — ic (7 — pu) =U, 
a (p — 27U) -4- è(i — au* — -0 — 2 c (u -t- p<?) = V, 

-4- c(i — 27’ — 2 «’ = W, 

on a 

x — — U cos./ -4- V sin./, y = — U sin./ — Vcos ./, z = W; 
donc A = v/[(i X — U)*-+- (Y — Vy-b <2-4- W) 1 ], 


expression entièrement délivrée de l’angle /. En développant j - , on 
pourra n’aller que jusqu’aux secondes dimensions de U , V, W ; et 
nommant r' le rayon vecteur de l’orbite réelle de la lune, ou ce que 
devient A lorsque a, b, c, sont nuis, on aura (11° 16) 


, 1 . uo+xh-vy— wz 

— = -71-* TU— 


. V -t- W* 
“ 7771 


3 (U.f.-r-xi-t-VY — vvzi- 


Ayant multiplié par d M, on intégrera, en ne faisant varier que a, b, c, 
et il viendra 


/ 


d M M 

1 


(, + X)/U^M+Y/VrfM -Z/VVJM V + W)</M 


— jir [( 1 -4-X)'/UVM -4- 2Y (i -4-X) /UV<fM -4- YyV’r/M 

— 2Z(n-X)/LrWVM — 2YZ/VWr/M-HZyW J c/M]. 


(i5a). Les quantités 7, a, p, doivent sortir de dessous le signe f; 
et les termes de f\JdM , fvd M , f W d M , auront pour facteurs 
f ad M, fbdm, /cflfM, qui sont nullcs par la propriété du 
centre de gravité. On n’écrira pas non plus les termes qui auraient 

pour 
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pour facteurs ’facdM , fbcd M, / air/M, et par conséquent on 
se contentera de 


U 1 — a' (1 — 47’ — p 3 ) - 4 - b'p' -4- 4 c'q-, 

V 3 = a 3 p 3 - 4 - ù’(i — 4« 3 — p 3 ) -4- 4c 3 u 3 , 

W 3 = 4 <i 3 c/ 3 - 4 - 4 & 3 « 3 -+- c 3 (i — 4 q* — 4 u 3 ), 
UV= a 3 ( p — 2 <711) — b’ (p -i- zqu) ^c'qu, 
UW= sa 3 ^ — 2 ù 3 pu — 2c 3 (7 — pu), 

VW= 2 a 3 p7 -4- 26’// — 2C 3 («-f-p<7). 


Ces substitutions faites, on aura 

/ </M M A *4“ B "4" C 4 3 r r \ 

~ “ TT 71 4 r 4 ' 


B — C) ( (1 -f- X)* 


(i — 4 < 7 3 — p 3 ) - 4 - 2 Y* (1— f— X) * (p — 2 f/«)-t-Y 3 p 3 — 4 Z-(iH-X)-^ 
- — 4 ^Zp*7 -4- 4 Z 3 *7 a ) H- (A -+- C — B) ( ( 1 -4— X ) 3 • p 3 — 
2\ • (1 -4-X) • ( p -4- 2 <711)“+* ^ 3 • ( 1 — 4 — p 3 )- 4 - 4Z-(i -4-X) • p u 
-> — 4 YZ« -+■ 4 Z’u’) -4- ( B H— C — — A ) ( ( 1 -f* X ) 3 • 4 q 1 *4~ 
8 Y • (1 — t- X) • qu — t- 4 Y 3 « 3 4 Z • ( 1 -4- X) • (tj — pu ) — h 

4YZ • (u — p<7) -t- Z 3 - (1 — 4 <7 3 — 4 «*))]• 


En difterentiant cette quantité par rapport à «f , on ne fera varier que 
<7, u , p, et il viendra 

^ { [ (C - B) ( (! -4-X) 3 . p - Y- ( . -f- X) - Y’p) 
-4- 2 (A — B) (t - 4 - X) Zu — 2 BYZÿ] <fp — [2 (A — C) 
(2 • (l -4- X) 3 * q -4- Y • (l - 4 - X)* U -4- Z • (1 -4- X) — 2 Z 3 <7) - 4 - 
2 (A — B)(i -4-X) Yu-4-aBYZp] tq — [2 (A — B) ((i-4-X)-Y<7 
— Z.(IH-X). P- 4 -YZ— 2 Z'u) + 2 (A- C)(i- 4 -X)Y <7 
-4- 4 CY 3 u] d'n}, 

(i53). On pourra négliger, au moins dans une première approxi- 
mation, les termes où q , u, p, seroient multipliés parX, Y, Z; on 
pourra aussi se contenter de = 1 — 5X -4- i5 X 3 — \ Y 3 — ; Z 3 , 
et on aura 


= 3[(B — C) (p — Y-4-4 XY) cTp -t- 2(A — C) (217-4- 
Z — 4XZ) J'q -4- 2 (A — B)YZef«]. 

En n’ayant donc aucun égard aux termes qui proviendroient de 
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l’action du soleil (numéro 1 43 ) , on formera de l’expression de 
J J ' xJr .-*- d 'J * ' ,/M ( n* i5o ) , et de celle de J , que 

nous venons de trouver, une équation qui donnera 

— C) ( p — Y -+- 4 X Y) = o, 

B £ï-+-(A — B — C) ^ -t-(A — C) (4 <7 - 4 - J Z — 6 XZ) = o. 

C TT- — (A — B — C ) 37 -+-( A — B) ( « +iïZ) = o: 

ce sont là les équations desquelles M. de la Grange a tiré les phéno- 
mènes relatifs à la libration physique et réelle île la lune, au mouve- 
ment de ses points équinoxiaux et de l'inclinaison de l’équateur 
lunaire sur l’écliptique; elles sont linéaires par rapport à p, q, u, 
et pourront s’intégrer par les méthodes dont nous avons déjà fait 
usage. 

(i54). On satisfait â A -t- 3 ( B — C ) p = o, en supposant 
p = L sin.A , L étant une constante arbitraire, et A un angle qui 
croît uniformément, et qui est tel que ^ est donné par l’équation 
— A -+- 3(B — C) = 0 ; cela posé, si l'on prend pour 

Y — 4 XY une suite de termes de celte forme a sin. a. (n° 83) où a 
est un coefficient numérique , et a un angle qui croît uniformément, 
et qu'on représente par 1 * sin. a le terme correspondant de la valeur 
de p, on aura (n° 3a) 

p _ — s in — C) a 

~ A (£)*- 3 (B -C)' 

Ainsi la valeur complète de p sera p = L sin.A P sin. a -f- etc. 

les deux constantes arbitraires étant l’une L , et l’autre renfermée 
dans l’angle A. La libration physique et réelle est nécessairement très 
petite , ainsi les coefficients tels que P devront être tics petits ; quant 
à L, comme il est arbitraire , on pourra lui supposer une valeur aussi 
petite qu’on voudra. Il faudra encore que l’angle A soit réel, autre- 
ment p contiendrait l’angle môme 1 qui croît à l’infini. Cette condi- 
tion, la plus essentielle de toutes, exige que " ~ ‘ soit une quantité 
positive; et de plus, une quantité très petite pour que les coefficients 
P soient très petits. En eüet, a étant 1 anomalie moyenne du soleil, 
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si on prend de Y — 4XY (il 0 83) les termes les plus considérables; 
savoir 

— 0,1094678 sin. a — 0,0035871 • 0,1094678 sin. a = — 
o, 1094678 • 1, 0143484 sin. a = — o, 1 1 io38 sin. a; à cause 
de -J- — o, 991544 , on aura 

TJ 3 (H — C) 0,111 o "! 8 

1 Â * 3 — <- -• 

0,90016 

Mais la libration optique de la lune en longitude (n°7) dépendant 
en grande pallie de 1 équation du centre, et par conséquent de a 
sin. a, P doit être beaucoup plus petit que a , ce qui n’auroit pas lieu 

si B ~ - n’étoit pas une fraction très petite. Supposons la telle, alors 
on aura à très peu près P = 0,3388a '* ~ <- ; et si P 11c doit pas sur- 
passer un demi- degré, comme cela paroit être d'après les observa- 
tions, on aura moindre que 0,025754. Quoi qu’il en soit, 

nous démontrerons dans le chapitre suivant que cette quantité est 
à très peu près = h — 1 , h étant l'ellipticité du premier méridien 
de la lune, /' l’ellipticité de celui qui le coupe en angles droits, et 
l’axe de rotation étant le petit axe commun rie tous les méridiens: 
et comme h doit être plus gtanrle que i , la lune aura dans celte hy- 
pothèse une ligure alongée dans le sens du diamètre de l’équateur 
qui répond au premier méridien. Nous ferons, relativement à l’inté- 
gration précédente, une remarque que nous avons déjà faite dans 
d’autres occasions : c'est qu’un des angles de la valeur de p pourrait 
être assez petit pour que le coefficient, à cause de son diviseur, têt 
très grand. Mais en discutant les différents termes de X, Y, on trouve 
qu’on peut toujours faire sur la différence des ellipticités une hypo- 
thèse telle que ce coefficient ne surpasse jamais un demi-degré Enfin 
le terme L sin. A explique comment la lune peut nous présenter tou- 
jours à-peu-près la même face. Car si l’on avoit seulement -t- n 
= co = 180° -4- t , la vitesse de rotation de la lune serait égale à la 
vitesse moyenne de cette planete autour de la terre. Mais ayant 

Jj=i+jj = t+ Lj cos. A -t- etc. où L est arbitraire, la va- 
leur primitive de la vitesse de rotation peut être supposée quel- 
conque, pourvu qu’elle soit peu différente de la vitesse moyenne 
autour de la terre. Avant cette explication delà libration de la lune, 
que M. de la Grange a donnée le premier dans son mémoire de 1 764, 
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on éloit oblige de supposer que la vitesse de rotation primitive, im- 
primée à cette planete, a été exactement égale à sa vitesse moyenne 
ue translation autour de la terre. 

(i 55). Pour intégrer les deux autres équations du n* i53 , nous 
ferons d’abord abstraction des termes qui renferment X , Y, Z ; alors 
si on prend deux angles fi et », tels que J -j- t — v/K', 57 = t/K-"» 
K' et K" étant les deux racines de l’cquation du second degré 


BCK 1 — [(A — B — C)’-4-(A — B) B -t- 4 (A — C)C] K.-t- 
4 (A — B) (A — C) = o, 

on aura pour intégrales complétés , 


q = M sin.fi -t- N sin.», u = M' cos.j u - 4 - N' cos.r, 
où M , N , sont deux des constantes arbitraires , et 

(A — B — C)£ (A — B— C)£ 

V ' TUI XTI ' ' 


M' == 


A-B-C (£) 


î M, N’ = 


A-B-C 


N: 


les deux autres constantes arbitraires sont renfermées dans les angles 
fx et ». Maintenant soit a sin. a un des ternies de J Z — 6 XZ, et 
o r cos. * un des termes de 1 YZ; s’il en résulte dans q le terme P sin. a, 
et dans u le terme P' cos. a, on aura 


P = 


(A-B-C (&)’) (A— C)a-f-(A-B — C) (37) (A- B)^ 
(A-B-C)* (£) -(4 (A — C) — B (a7)*)(A-B-C(£)*)’ 


(A-B-C) (£) (A-C)o -H 4 (A-C)-B (^) J ) (A-B)a' 

- ( a_b-c)’(£)-c 4 (a-c)-b(^)*) (a-b-c (±yy 

Les deux proposées ont donc pour intégrales complètes 


q — M sin.jt* -t- N sin.» -f- P sin. a -t- etc.' 
u — M' cos ./* -+- N' cos.» -+-P' cos. a -t- etc. 

et parceqnc tang. -L = 1 /( 7 ’ •+- ta,1 S- £ = £ ("'M 8 ), 

ces intégrales renferment les véritables loix du mouvement des points 
équiuoxiaux de la lune et de l’inclinaison de son équateur. Cette 
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solution neseroit point exactes! q et u n’étoient fort petits, confor- 
mément aux observations ; or il ne suffit pas pour cela que les coeffi- 
cients soient fort petits, il faut encore que les angles soient réels. Les 
anales <* le sont par leur nature ; pour que p et v le soient, il faut que 
l/K', \/K'', soient réelles, et par conséquent que les racines de 
l’équation du second degré soient non seulement réelles, mais encore 
positives. Cela donne ces trois conditions 


(A — B — C)’ h- (A — B)B -+- 4 (A — C) C > o, 
(A — B) (A — C) >o, 

((A— B — C) 1 -+- (A — B) B -f- 4 ( A — C) C)' > 
16BC (A — B) (A— C), 


qui doivent avoir lieu à la fois , sans quoi les valeurs de q , u, renfer- 
meroient l’angle l , et pourraient augmenter à l’infini. A ces trois 
conditions nous ajouterons celle-ci B — C > o , qui est nécessaire 
pour que la libration réelle et physique soit très petite. 


(i56). Examinons maintenant les termes deX, Y, Z, qui peuvent 
influer sur les quantités qu’il s’agit de déterminer. Le premier terme 
de Z , o, 08964 sin. a , où <* est Larguaient moyen de la latitude de la 
lune, est assez considérable pour que, dans une première approxi- 
mation, on puisse négliger YZ, et faire i Z — 6 X 1 — 0,089(4 (|-f- 
0,0116236) sin. a, en ne prenant de la valeur de X que le terme tout 
constant. On aura de cette maniéré a' nul, a =r o, 15698. Mais — 

' dt 

est peu différent de 1, puisque si l'on fait (^7)* = 1 -4- C, C = 
o,oo8o52 ; ainsi on ne pourra se contenter de P — P r — — (A ~ C) " 

1 AC — 3(A — C) - 

De plus, la valeur moyenne de ( tang. -j-Y (= q 1 •+• «’) étant 

M*+ N*+ M"-»- N’* . • J , a ' , ■ , 

1- i , et — étant très approchant de i°, dont la 


tangente est 0,017465, 011 a P = ou < 0,017466. Donc^=^ = 

CH • • . ^ 

y+ j r sera nécessairement un très petit nombre. Nous démontrerons 

dans le chapitre suivant , qu’en supposant la lune un sphéroïde ellip- 
tique homogène peu different de la sphère, dont c est le demi- axe 
de rotation, h et i les ellipticités du premier méridien et de celui qui 
le coupe en angles droits, on a 

A=^(,-HA + i),B = ^(i-f/o, C = ^(,-W). 
Eu substituant ces valeurs dans l’équation qui doit donner K, et ne 
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perdant pas de vue qu'elles ne sont exactes qu’aux secondes dimen- 
sions près de h et i , on eu lire 


( 1 -f- h —t— / ) K. 1 — ( 1 -t- i ^ /i ) K. — t- 4 I h = o , 

et ces valeurs approchées K.' = i , K." = a \/ h i : 

ainsi pour que ^ ait une valeur réelle, il faut que h et i soient toutes 
deux positives, ou toutes deux négatives. On pourra aussi se contenter 
de M' = M, et de N' = — a N 

(i 5 y). Donc 

tang.— sili.if = M sin.yu -+- N sin.r -+- P sin. a, 
tang. -J- cos.£ = M cos .u — 2 N y/ -J- cos.v -+- P cos. a, 

% rt u , 3 A </» / . / i» o, 1 5 ,H A 

011 -r = 1 H , T = 2 d / // , r = -7 . 

dt 2 1 dt v ' o, ocNo.jj — S h 

Nous ne discuterons que le seul cas où les constantes arbitraires M 
et N seraient nulles, et où on auroit 

tang. siu . Ç = P sin. a, tang. cos . Ç = P cos. a. 


Si P est positif, tang. l’étant par l’iiypothese du calcul, on^a 

tang. -j- = P, et £ = a. Alors t — a -+- p sera la longitude du 

nœud descendant de l’équateur lunaire; et comme p est une quan- 
tité très petite, qui ne peut renfermer que des sinus et des cosinus 
d’angles, t — a sera la longitude moyenne de ce nœud. Mais a 
étant l’argument moyeu de la latitude de la lune , ou la distance 
du lieu moyen de la lune à sou nœud ascendant moyen, et t la 
longitude moyenne, t — a sera encore la longitude moyenne du 
noeud ascendant de l’orbite lunaire. Donc le lieu moyen du nœud 
descendant de l’équateur lunaire coïncidera avec le lieu moyen du 
nœud ascendant de l’orbite de la lune. Ce résultat s’accorde parfai- 
tement avec la théorie établie par Cassini ( n° 1 47 ) , et confirmée par 

d’autres astronomes. Si P pouvoit être négatif, on auroit tang. -Ç = 

— P, et £ = 180 0 -t- a ; alors t — a — 180” seroit la longitude 
moyenne du nœud descendant ; ce qui ferait coïncider le nœud 
ascendant de l’équateur avec le nœud ascendant de l’orbite. Mais le 
premier résultat étant exactement conforme aux observations, il eu 
faut conclure que P doit être une quantité positive. Je passe à la 
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recherche des inégalités du mouvement de la lune autour de la terre , 
qui résultent de la figure non sphérique de la lune. 

(i 58 ). Ces inégalités proviennent des ternies P', Q', R', (n° i 3 o), 
qui ne sont ( 11° i 5 a) que les coefficients de r/X, ré Y, r/Z, dans la 
différentielle de f prise par rapport à ces variables. Or, en né- 
gligeant les produits de plus de deux dimensions de 7, u, p, et les 
termes où ces quantités seraient multipliées par quelque produit de 
deux dimensions de X, Y, Z, on a 

/t = -^-Ç + f[(A + b -C)((.+X)' + 2 y p - 
4 Z 7) +(A-t-C — B) (V — aYp)-t-(B-t-C — A) (Z* -t- 4 Z 7 )] 
= C — é* [C«(»H-X)M-BY»-+- AZ’ — a (B— C)Y P 
-H 4 (A — C)Z7]. 

Des félines de cette expression, qui ne renferment pas 7, u, p, il 
ne pourrait résulter, dans les valeurs de X, Y, Z, (n° 83 ), que des 
termes semblables h ceux qui y sont déjà , et beaucoup plus - petits ; 
nous les négligerons absolument, et nous réduirons l’expression dont 
il s’agit à 3 (B — C) Yp — 6 (A — C) Z7. Donc 


P' = o, Q' = 3 (B — C) p, II' = — 6 (A — C) 7. 

11 faudra ajouter ces quantités, divisées chacune par M, aux termes 
P, Q, II, des équations (A) , (B), (C), (n"’ 760178), où l’on mettra 
pour cl f, afin que t y signifie la longitude moyenne de la lune. 

Mais comme nous ne voulons déterminer que les très petites parties 
de X , Y’, Z , qui résultent des termes que nous venons d’ajouter, il 
Suffira d’avoir égard <\ ceux des autres termes où ces variables sont 
linéaires et ne se trouvent multipliés par aucun sinus ou cosinus. De 
cette maniéré, en faisant, pour abréger, ()n - t = /»'% nos trois 
équations deviendront 

d \ d Y o / m \ y 

— — 2 ^77 — 3 (i-t — —J X = 


dl 
d* Y 

dt- 

J' 7 . 


dt 

rfX 


3 (B — C) 


P = o. 


t . , 3rn'’\ 7 (\ ( A — C ) 

—) Zh M q = O. 

11 serait encore inutile de conserver les termes de p, 7, affectés de 
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sin. a, puisqu'ils ne donneraient que de très petits termes semblables 
à ceux qui entrent déjà dans X, Y, Z; nous nous contenterons donc 
de 

p = L sin.A, q = M sin./u -t- N sin.f (n" i 5 .{ et 157), 
et mettant pour B — C, A — C, leurs valeurs (A — 1) A, AA; 
faisant ensuite = g pour abréger, nous changerons les équations 
précédentes en celles-ci: 

g_ ï iI- 3 ( l +Ç)X = o, 

■+* a — i)L sin.A = o; 

^ + (1+ ^ ■+■ d^A (M sin./c -+- N sin.v) = o. 

(159) . Nous trouverons les termes dont il s'agit par la réglé da 
n° 79 , en faisant 

X = E cos.A , Y = F sin.A, Z = G sin.yit ■+■ H sin.r, 
et E, F, G, H, seront déterminés par les quatre équations 

E (&)*■ + aF ® 3 (i- 1 - =r) E = o. 

F (37) •+■ aE ( 737 ) *+■ 3 ^(/» — 1) L = o, 

C* (jn)’ — G ( 1 -4- ^-) — 6 g A M = o , 

II (9‘-H(. + ^)-^AM = o. 

Or si on veut se rappcller que ^ = \Z[Z(h — /)], ^ = 1 

ij. = 2 y/ h i , et que ni 1 ' et A — 1 sont de très petites quantités, 

on en tirera , à très peu de chose près , 

E = — v/[ 3 (A — /)], F = 3 gL, 

G = j^r, H = 6ghü. 

Partant, les termes ù ajouter aux valeurs de X, Y, Z, du n° 83 , seront 
— a^L v/[3(A — t)] • cos.A, 3 #L sin.A, 
k — ^‘ ! -+• 6gAN sin.r. 

(160) . Comme les arguments A et r croissent très lentement, à 

cause 
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cause des très petites valeurs de ^ ^ , les équations qui en dépen- 
dent doivent être des especes d'équations séculaires qui 11e peuvent 
devenir sensibles qu’au bout d'un temps fort long. Il est important 
sur- tout d’examiner celle de la longitude ( n° 94 ) qui est représentée 
par 3 gh sin.A , ou 3 gf. Si la lune étoit homogène et peu différente 

d’une sphère, on aurait , à très peu près, g = ~ = ^- (if 1 56 ), 

où e — 77— en prenant la distance moyenne de la lune à la terre 

pour l’unité; l’équation séculaire de la longitude scroit |j ^ oo . Or, la 

plus grande valeur de p étant d’un degré, il n’y a pas d’hjpolhesc 
vraisemblable sur la ligure de la lune qui puisse faire monter cette 
équation à plus d'une seconde. On pourroit craindre qu’en la calcu- 
lant plus exactement elle n’augmentêt beaucoup, à cause du diviseur 
que l’intégration introduirait, et qui serait très petit. Mais il sera 
facile de s'assurer, par une seconde approximation , qu’elle est insen- 
sible, et ne peut rendre raison de l’accélération du moyen mouve- 
ment de la lune, que Mayer a fixée à 9 secondes pour le premier 
siecle. L’académie royale des sciences de Paris proposa, pour le sujet 
du prix de l’année «774 , d’examiner si, ayant égard non seulement 
à l’action du soleil , de la terre et des autres planètes sur la lune, mais 
même à la figure non sphérique de la lune et de la terre , on pouvoit 
expliquer par la seule théorie de la gravitation pourquoi la lune pa- 
rait avoir une équation séculaire. M. de la Grange, auteur de la piece 
couronnée, se contente d’examiner l’effet qui peut résulter de la non 
sphéricité des deux planètes ; et il résulte de ses recherches qu’elle 
ne donne dans l’équation de l’orbite de la lune aucun terme dont on 
puisse conclure l'existence de cette accélération. La même académie 
avoit proposé pour le sujet du prix de l’année 1762 : Si les planètes 
se meuvent dans un milieu dont la résistance produise quelque effet 
sensible sur leurs moyens mouvements. M. l’abbé Bossut, qui rem- 

f iorta ce prix, pense que l’accélération du moyen mouvement de la 
une est due à la résistance de Y éther. Nous nous arrêterons un instant 
à cette question. 

(161). Soit, comme dans le n“a 5 , r le rayon vecteur de la pla- 
nète, <P l'angle qu’il fait avec l’axe; nommons aussi da l’élément de 

la courbe , p une fonction de — qui représente la loi de la densité de 

l’éther aux différentes distances du soleil : si on peut supposer que la 
résistance de l’éther est proportionnelle à sa densité multipliée par le 
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quarré de la vitesse de la planete , la résistance que la plancte éprouve 
sera exprimée par «p , où a est un coefficient très petit, dépen- 
dant du volume de la planete , et de la densité de la matière étliérée, 
à une distance donnée. Cette force, décomposée suivant le rayon vec- 
teur, et perpendiculairement à ce rayon, donne ®p-^-,e t — a p~ÿ ; /~» 
qui doivent être ajoutées l’une à V, l’autre à W (n° 49 ). Nous négli- 
gerons l’action des autres planètes, et nous nous contenterons de 


■wr K , Jrtte 

V == “ a P ~7r~ 


W= — 
ou faisant , pour abréger, ■— = u, de 

V=Ku’_*p££, W = — 

o amK f üLuLîI 

A» J u* Ut* • 


rd rt/| 

dl* » 


“P Parta nt (n°55) 


On a donc à résoudre l’équation 

d*n t K 3 «K rtdctfp* 

dp* ^ a* J n*dt * * 

Soit u == u' -4- «U, «' étant donné par -t- u' — £ = o, d’où 
l’on tire 

u' = ‘ ~V<J°l . r * <: ~ n) (n® 39), a étant le demi-grand axe de l’ellipse, 
a e l’excentricité , et n le lieu de l’aphélie. On aura 

d*\J tt îK r fdrtfp* 

7? u = Xt J ~^7t r ‘ 

et si l’on peut donner au second membre la forme suivante, 

A <p -t- B sin.(ip — n) -+- C sin.a (<p — n) - 1 - etc. 

cette série étant d’autant plus convergente que l’excentricité est 
moindre , on en tirera (n° 32 ) 

U = sin. ( <p — /i) /(A* -+- B sin.(p — n) -t- C sin.a(<p — n ) 
-+-etc.) cos.($ — n ) dt p — cos.(? — n ) y(A <p -t- Bsin.(<p — n ) 
— 4 — C sin.2 (p — n) -t- etc) sin.(p — n) d <p. 

Donc U = A <f> — cos.(? — n) -t- -j- sin.f? — n) — ^ sin.a 
(? — n) — etc. 

Nous négligerons les termes qui ne renferment que des sinus de 
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l’angle <p — n , et de scs multiples, ces ternies ne pouvant donner 
que des variations périodiques (n°p 3 ); et la valeur de U sera réduite 

à A<p — cos. (p — n ) qu’il faut ajouter à u'. On verra par là que, 

dans un milieu résistant; j ( ■ A— a une variation séculaire exprimée 

par a Ap, et '—/>) une variation séculaire exprimée par ^ : 

c’est-à-dire que le grand axe et l’excentricité sont assujettis à des 
inégalités proportionnelles au temps, tandis que l’aphélie de la pla- 
nète demeure immobile. 


(162). Il s’agit de déterminer A et B d’après une hypothèse quel- 
conque de résistance du milieu. La plus vraisemblable est de sup- 
poser p = u m = -L- [i — me cos. (? — n) ] , en regardant 

l’excentricité comme étant fort petite. Par la même raison on se 
contentera de de = rd<p = ad<p [ 1 -4- e cos.(? — «)], et de 
hdi = r*d<p. Partant si l’on prend h * = «K, on aura 

t d<r = T^zrr [1 — (m— i)ecos.(?> — «)], et % — 

^ fpde = [<p — (m — 1) e sin.(» — n)]. 


Donc A = -à- B = — — (m — 1 ). 

a m a m 

11 suit de là qu’en négligeant les quantités qui ne peuvent donner que 
des variations périodiques et les produits de deux dimensions de e 
et a, on a (n" 3 ^) 


dt = ‘-£(dp- 


3 «#</» \ 

a ,n — 1 J 


,etr = i£(p- 


\ 

2 a m — 


en intégrant de maniéré que ç = o rende t — o. On en tire , en 
nommant T le temps qui s’est écoulé pendant un nombre n de révo- 
lution, et 7 r la demi-circonférence quia pour rayon l'unité, 

T a n yJa , 3 

= -7ir(«’ r 

On ôtera de cette quantité [ ( n — t) • t — - T J , 

îiiv/* r / _ \ 3«îr* ”| » 

et on aura O — (2/2 — 1) J, 

qui est le temps de la dernicre révolution, et que nous nommerons 
T'. Si dans la valeur de T on fait « = 1 , ce sera le temps de la pre- 

Rij 
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miere révolution ; et alors T — T' = ( n — i ) - *^ ; 

partant T ~ T ' = 6 (h — 1 ) à très peu de chose près. Main- 

tenant soit 6 la quantité dont le lieu moyen de la planete est plus 
avance à la n ’ révolution qu’à la première ; on fera 2 -rr ! 6 I T est 
à un quatrième terme qui représente le temps dont le mouve- 
ment moyen a diminué pendant n révolutions : mais nous avons 
trouvé plus haut pour cette diminution 6 ^‘ 1 - £ ■ £ - ; donc 0T' = 

. Mettant ensuite pour T' sa valeur, et négligeant ce 
qui peut l’être , il viendra 6 = 6 * . 

(i 63 ). Si l’on divise 365 ' 6 k 9' par 27 1 7 k 49', on a ÿ , qui est 

le nombre de révolution que la lune fait dans une année. Si donc on 
admet avec Mayer qu’en partant de 1700 l’accélération du moyen 
mouvement de la lune est d’un degré en deux mille ans, on tirera 
de l’équation précédente 


6 ( 720000 


* 

-'V ’ P ) 


Celle-ci indique de quel ordre devroit être la densité de l’éther pour 
qu’on pût expliquer par son moyeu l’équation séculaire de la lune et 
celles des autres planètes. M. de la Place, qui n’admet pas cette hypo- 
thèse, en propose une autre qui est de supposer que la gravitation éta- 
blie par Newton n’agit pas également sur un corps en mouvement et 
sur un corps en repos , et qu’elle ne dépend pas seulement des dis- 
tances des corps et de leurs masses, mais encore de leurs vitesses. Si la 
pesanteur met quelque temps à se propager, ce temps doit être très 
court , et l’espace qu’elle a parcouru dans un temps fini T, extrême- 
ment grand ; nous représenterons cet espace par — , * étant un 
nombre extrêmement petit, et p une fonction de la distance r. II en 
résultera à la planete une accélération dans son mouvement autour 
du soleil, que nous déterminerons par cette proportion ^ ” £ ; 
à un quatrième terme aKT Cette force étant décomposée, 
donne dans la direction du rayon vecteur une force aKT , et 
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perpendiculairement à ce rayon une autre force — <*KT Donc 

V = i-t-«KT 7 ^ 7 , W = -*KT fa 

(164). Le problème se résoudrait comme le précédent; mais pour 
mettre quelque variété dans ces solutions, nous ferons usage des 
équations (7) et (8) (n° 28) qui deviennent 

«-* KT/* 

T, 

J‘r ( C 

-j—. — ■ - — 1 — ; — r— — r “t *i\ a — rr = o, 

d<* r* r* ^rVf 

Nous ferons, comme dans le n° 5 a, r = a ( 1 -4- a/), <p = 11 r H- «x ; 
et négligeant les quantités de l’ordre nous prendrons J— = , 

R étant ce que devient p lorsque a est nul. Partant la seconde équa- 
tion deviendra 


■KT/iY 


<*<* 




.KT 


«<R 


o: 


or — -jL. doit être de l’ordre a; de plus on peut prendre pour a 
telle valeur de r qu’on voudra , pourvu qu’elle différé peu de la 
moyenne arithmétique entre la plus grande et la moindre valeur; on 

pourra donc faire = -£7 , et réduire par-là l'équation précédente 
à celle-ci : 


dt* 


7 7 + 


a c*nT 
«*1\ 


O» 


qui a pour intégrale complété y — T cos. (^7 -t- y) — c, 
ou simplement y = e cos. ^7 — » t , 


en supposant que l’aphélie est le point de l’orbite où le mouvement 
a commencé. Donc r — a -t- <tae cos. — — ^3- f. 

( 1 65 ). La première équation se change en celle-ci: 


dx c a ae* nT 

* dt a* a* y a 1 R * 


où il faut faire , comme nous l’avons déjà remarqué plusieurs fois , 


n= ^7. Partant -^ = — 2 ny 
avoir mis pour y sa valeur, 


t, d’où l’on tirera, après 


x = — 2 e sin.rzl -t- — t\ Donc 
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r — a h- aae cos .ni — — ~” T ( t 
P =nt — 2<te sin.nr -+- — - ”‘ r /*. 


On voit par-là que, pour deux mille ans, l’accélcration du moyen 
mouvement de la lune peut être représentée par 


3 • a / 5a l u/\r) 36c* \ J O ^ - 

p- ( 2000 -T ~ . T— ; ) o6o \ 

a R V. V'7 4-t / * 


où est l’espace que parcourrait la pesanteur durant une révolution 
de la lune. Mais cette même accélération est d’un dcgié, selon 
Mayer; il sera donc bien facile de déterminer - 5 - et la vitesse que la 
pesanteur met à se propager. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les différents moyens 
d’expliquer les équations séculaires des 'planètes, si elles en ont , et 
nous renvoyons aux mémoires de M. de la Place, cités n° 104, et à 
ceux de MM. l’abbé Bossut et Albert Euler, qu’on trouvera dans le 
tome VIII du recueil des pièces qui ont remporté les prix de l’aca- 
démie royale des sciences. 

I 
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De l’action mutuelle des corps , lorsqu’elle résulte des 
attractions de toutes les parties qui les composent. 

(166). Pour trouver l’expression générale tic l’attraction d’un corps 
de figure quelconque sur un point G {fi g. XII) placé où l’on voudra, 
en supposant que chaque particule du corps attire ce môme point 
en raison directe de la niasse, et inverse du quarré de la distance : 
soient toujours trois plans perpendiculaires entre eux BAD, BAC, 
CAD. Du point G, et d’une des particules du corps, qu’on imaginera 
être en Z, on abaissera sur le plan BAD des perpendiculaires GF, ZM, 
puis on tirera des points F et M d’autres perpendiculaires FE et MP 
a AD ; les positions du point G, et de la particule qui est en Z, par 
rapport au plan BAD , seront déterminées par les co- ordonnées 

AE ( m ), EF («), FG (/>), 
et AP (x), PM (/), MZ (z). 

On mènera de plus à MFH, et à AD, des parallèles GQ et FO ; et 
on nommera 

la distance GZ, r\ l'angle ZGQ, fi; l’angle OFII, ». 

Cela posé , la particule qui est en Z agira sur le point G avec la force 

P dxdyds 
r x 9 

D étant la densité de cette particule ; et cette force , décomposée 
parallèlement aux trois axes AC, AB, AD, donnera 

D (/»—*) dxdydz D (n — y) dxdydz P ( m — x) dxdy dz _ 
p 1 y p y 

formules qu’il faudrait intégrer successivement par rapport à chacune 
des trois variables z, y, x, de maniéré que l’intégrale s’étendît à tous 
les points du corps. 

(167). Pour avoir l’expression du parallélipipede dxdydz en 
r , » , 8 , nous regarderons chacune des co - ordonnées x , y, z , 
comme étant fonction des trois variables r, », fl : et conformément k 
la remarque que nous avons déjà faite ( n° 1 24 ) , nous chercherons 
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les valeurs de chacune des différentielles dx, dy, dz , en regardant 
les deux autres couunc milles. Nous ferons par conséquent 


d’où nous tirerons 

j_ f ( J * J .' i* •ir'S . <r Jy 

dr ~ L \3T 71 —T.ln) ■ {7? j; — 77 77j J d ®. 

— r(ii il ii i£\ • (ii iz dy 

IA*' •>* 77 ) • \dr — 77 77 ) J " 8: 

en substituant ces valeurs dans dz = -4 dr -+- id- ff» 


rf6 > 


nous aurons 


j_ / (il il rf .> lî'N ■ (ir 7* rfr </>\ 

\ 1.7' <ft d.tib) Tr\Jr dt dr Ji) 

( il il • r J * <y J .r in 

dr d» dr d r ) J • | _dr dr dr dr J J ^ 


dz 

dl 


Mais en faisant dz nul , on a aussi t/0 nu! ; ainsi pour trouver dy , il 
faudra prendre ^ dr -+- ^ dn = o, ou dr = — dn, 

J .. j . ' ' 


qu’il faudra substituer dans dy = id. dr -f- ^ du , et on aura 

<!r -[(££- S ?,):£] *■ 

Enfin de dz = o, dy = o, on tire t/0 = o, t/* = o, et par 
conséquent dx = dr\ le parallélipipcdc dont il s’agit aura donc 
pour expression 

[ dz /«/x dy dy djr\ , dz / dy djt dr dy\ </; /J* J y 

dr\da db d a db ) da \ Jr do dr d b J ~ dh \dr d~â 

77 Tl)] • àrdadt. 

Dans le cas particulier dont nous nous occupons , 

p — z == /• sin.0, n — y = r cos. 9 sin.w, m — x — r cos.0 cos. s, 

d’où il sera facile de tirer, en ne perdant pas de vue que 0 diminue 
lorsque r et s augmentent, 

j;= — cos.»cos.0, £= — rcos, 0 sin. s, = — r sin.0 cos. », 

% = — cos. 0 sin.s, y; — — r cos. 0 cos. s, -Jj = — r sin.0 sin.s, 


dy 


dz 


db 


= r cos. G 


Ces 


K 
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Ces substitutions étant faites dans la formule générale, il en résultera 
que le volume de la particule a pour expression r % cos.0<// </iu/8. 

(168). Ainsi les trois forces élémentaires de l’avant-dernier numéro 
deviendront 

D sin .0 cos. 0 </rd« <70 , D cos. 0 1 sin. ndrdvdü, 

D cos.6' cos .ndrdttdd. 

On intégrera d'abord par rapport à r; et nommant ri, r 2, les deux 
valeurs de r données par la nature de la surface du corps, on distin- 
guera avec soin les trois cas qui se présentent. i°. Lorsque le point G 
est au dedans du corps ; alors r 1 et ra sont les distances de ce point 
à la surface, et on mettra dans la première intégrale trouvée r 1 -+- ri 
au lieu de r. On intégrera ensuite par rapport à l’angle » et au com- 
plément de l’angle 6, de manière que chacune des intégrales suc- 
cessives soit nulle lorsque l’angle relativement auquel on aura intégré 
sera = o , et complété lorsqu il sera = 180”. 2°. Lorsque le point G 
sera placé à la suiface du corps, tout se passera comme dans le cas 
precedent , excepté seulement que l’une des valeurs de r sera nulle. 
B’. Ayant intègre par rapport i r, dans le cas ou le point G sera au 
dehors du corps, on mettra ri — rn pour r ; ce qui ne présente au- 
cune difficulté. 11 ne sera pas aussi facile de voir comment on com- 
plétera les deux autres intégrales successives. En effet dans le cas 
présent les angles ne peuvent augmenter que jusqu’à certaines limites 
qu’on déterminera en faisant ri = ri. Je suppose qu’on tire de 
cette équation deux valeurs de » que je nommerai »i, «2; on inté- 
grera, par rapport à », de maniéré que l’intégrale commence où 
» = »i , et qu’elle finisse où « = «2. On fera ensuite »i — »2 ; 
et si l’on tire de cette équation deux valeurs de 0, savoir Gi et 02, 
on intégrera, par rapport à 0, de maniéré que l’intégrale s'étende, 
d’une part, depuis 0 = 90° jusqu’à 0 — Gi ; de l’autre, depuis 
0 = 90° jusqu’à 6 = O2. Il pourrait arriver que 1 équation r 1 = ri 
fht impossible, ou ne renfermât pas »; alors cette variable serait 
susceptible de toutes les valeurs possibles, et il faudrait intégrer de- 
puis » = o jusqu'à » = 180°. On intégrerait de même depuis le 
complément de 0 = o jusqu’à ce même angle = 180°, si » 1 = m 
ctoit impossible, ou ne reufermoit point 0 . (Voyez an mémoire de 
M. de la Grange, parmi ceux de Berlin, pour 1773). Toute cette 
théorie sera bien éclaircie par les exemples suivants. 

(169). Si le solide est homogène, ayant intégré par rapport à r , 
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on aura les expressions suivantes «les forces avec lesquelles il agit sur 
le point G parallèlement aux axes AC, AB, AD: 

(Z) D ff(ri ±. r\ ) sin . 0 cos. 0 tf»</ 0 , 

(Y) D //(.rz rh r i) cos. 6 ‘ sin .»</»c/ 0 , 

(X) D f/{ri ± ri) cos. 0 ‘ cos.»r/»</ 0 . 

Si ce solide liomogcne est une ellipsoïde ayant son centre en A 
et AC pour axe de révolution (ftg. XJ J); en prenant z ’ H- iu ' = h 
pour 1 équation de l’ellipse génératrice, celle de l’ellipsoïde sera 
z‘ H- i (x* y*) — h, ou, mettant pour z, j, x, leurs valeurs , 

l'ellipsoïde aura pour équation 

( p — r sin. 6)* H- i [m* -+- n’-t- r 1 cos.0’ 

— 2 r cos. 0 ( nt cos. » -+- n sin. r ) ] = h. 

(170). Nous nous occuperons d’abord du cas où le point G est 
au dedans du corps ou à sa surface ; cas pour lequel il faut prendre la 
somme ri -t- r 2 des deux racines. Or ayant ordonné l’équation pré- 
cédente, par rapport aux puissances de r, de manière que r’ n'ait 
d’autre coefficient que l’unité, celui de r pris négativement sera la 
somme des racines ; ainsi 


jp «n.f - 4 - a i cos.fi fm cm. n - 4 - n fin.*) 
r ' 1 " + " ’ 1 ,ui. S 1 ■+■ i 7 : 

d’oii il suit qu'en intégrant les formules Z, Y, X , par rapport à », on 
doit avoir 


/’a/t» «'n.( + ai coïJ (« *in.» — « foi,*) • t\ i\ 

D / 77— n sin .0 COS.Oz/ 0 , 

J su». S* * tes. fi* ’ 

" — jp cos.» 5ÎI1.6 -f- i cm.fi [ nt sin.»* -4- « . (» — sin.» rns.a)] 


*>/ 

D / 


COS. 0 ’r/ 0 , 


sin 4* + t tu>.4' 

a p sin.» 4in.fi -4- i cos.fi f n sin.*' -f- m . (» -f- sin.» cos.»)) fii 

— — — rr~. — ; — t; COS.o au. 

SM.fi* -4- I COS.fi 


Ces intégrales doivent être prises depuis » = o jusqu’à » 180°. Mais 
» étant ô, ou 180°, on a toujours sin.» = o; on a dans le premier 
cas cos.» = 1 , et dans l'autre cos.» = — 1 : ainsi la somme des 
deux cosinus est nulle comme celle des deux sinus. 11 faudra donc 
ell'acer dans les formules précédentes les termes multipliés par sin.» 
et cos.», et mettre 180° ou pour »; ce qui les réduit à 


r sin.fi* ros.fi.ffi fv • t\ f cos.fi 1 

■*PVJ TnTP' -h.Yo, -» T 1 " D J 1ÙTF+7 

* . T\ f COS.fi’t/fi 

7 sin. l' + i tus. 6 * * 


cos. 5*^/0 

COS-fe* y 




Digüizod !. . Xjûügk _ 


CHAPITRE I V. J 3,j 

(171). Les différentielles qui restent à intégrer le seront facilement 
en faisant sin. fl = c. En effet si l'on suppose Lpi — i'\ ou = i' x t 

selon que i sera moindre ou plus grand que 1 , on aura -j- [ ; 


dt 


ct i 1 + T 77 ? ’ 

1 ) A tang./’f — i’t 


qui ont pour intégrales • 

_ I t'tft . I — /’ 

5° u Tr=r7T77T, et-— 


A rang . / ' t — i't 


ite 


et 


77, qui ont pour 

intégrales — ^7 H ^77 log. — 1 ~ * / et —, — h — ~ 1 lo<*. 1 + '■'/ 

puisque toutes ces intégrales doivent commencer à 6 = o. Pour les 
compléter nous ferons fl — 90°, ou / = 1 , et nous prendrons le 
double des résultats ; ce qui donnera les valeurs suivantes des trois 
forces qu’il s’agissoit de trouver : 

lorsque le petit axe est l'axe de révolution , 

~TpT~ (A tang./' — i'), 

[(."•+ 1). A tang./'— i'], 

V? [(*” + ,)• Atang.i'— ,'jj 


lorsque le grand axe est l’axe de révolution, 

Êï + n.- 

7 ? 


( 172). Si p est égal au demi-axe de révolution, ct n ou m au 
demi- diamètre de l’éouateur, la première des trois formules donne 
l’attraction du sphéroïde sur un point placé à l’un des pôles, cl l’une 
des deux autres l’attraction du même sphéroïde sur un point placé 
sous l’équateur. Ces résultats sont très conformes à ce qu’a trouvé 
Macl au ri n dans les propositions 2 et 3 de la pince sur le flux et 
reflux de la mer , qui a partagé le prix de l’académie royale des 
sciences en 1740. Il faut encore remarquer que les trois forces sont 
respectivement proportionnelles aux lignes p , n , m ; et comme ces 
lignes expriment les distances du point attiré aux trois plans BAD, 
CAD, BAC, il en faut conclure que 1 attraction du solide sur un de 
scs points, parallèlement à 1 un des axes, est proportionnelle à la 
distance de ce point au plan qui passe par les deux autres axes , et 

S ij 
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qu'ainsi tous les points places clans un plan parallèle à l'un des trois 
dont nous venons de parler seront attirés perpendiculairement à 
celui-ci par des forces égales. 

(173). Nous passons au cas où le point G se trouve hors du corps; 
et pour 11e point nous jetter dans des calculs trop compliqués (voyez. 
les mémoires de l'académie royale des sciences pour l’année 1782, et 
le tome X des savants étrangers), nous le supposons dans l’axe AC; 
ce qui rendra m et n nuis. Alors on tire de l’équation de l’ellipsoïde 

a x/r h — (h — ih -+■ ip') cos. 9 1 ] . 
r 1 1 -f- (1 — » ) tut. 6 1 * 

et comme cette valeur ne renferme point », on pourra donner aux 
formules Z , Y, X , les formes suivantes : 

D f(rz — ri ) » sin .0 cos. 0 , 

— D f(r 2 — ri) cos.» cos. 0 ^ 0 , 

D /(ra — ri) siii.» cos.0 5 c/0. 

L’équation ra — n =0 ne renfermant pas», cet angle doit s’étendre 
depuis o jusqu’à 180°; les deux dernières formules sont donc néces- 
sairement nullcs, comme cela doit être, puisque les attractions per- 
pendiculaires à l’axe de rotation se détruisent mutuellement. La pre- 
mière devient ^ y (ra — ri ) sin.0 cos.0 d 6 , que nous intégrerons 
en supposant y/[h — (h — ih -+- ip *) cos. 0 ‘] = t. Or si l’on 
fait 1 ~ * — /'», ou i la , selon que i sera moindre ou plus 

grand que 1 , on aura 


ri) 

#>* 


t*jt 


— — , qui a pour intégrale 


— * 
p 


Vg (A tang. y- — A tang. y ■+■ 'y-) , 

. — — , ——r . — , qui a pour intégrale 

,f 1 — t' 


ou 


rr p T) 


P 

D Sii't *i r A+ t ~ T ~T’ , i„ 1 ~ r ~~p~ 

TT Ct -p lo fr 7 m lo K- , 

P p 

ces intégrales étant prises de maniéré qu’elles soient milles lorsque 
0 = 50% ou lorsque t — h 1 . 


i'A* 
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(174). Pour leur donner toute l’étendue dont elles sont suscepti- 
bles, il faudra mettre successivement pour t ce qu'il devient lorsque 
fl = fl 1 , et lorsque 0 = fl 2 , et prendre ensuite la somme des deux 
quantités qu’on trouvera. Mais on tire de l’équation rj — ri — o, 

cos. fl = — ^ Si + " i 

ainsi t est nul soit que l’on mette pour 0, fl 1 , ou 0 2 , et les intégrales 
complétés sont 

HP A »»!£). 

P 

on fera usage de la première lorsque le petit axe sera l’axe de révo- 
lution , et de l’autre lorsque l’axe de révolution sera le grand axe. Si 
le solide est une sphere , 1 = 1, et V = o. Supposons i' infiniment 
petit (C. I. pag. 2S0); à cause de 

. . i'h r i’A+ r’Ai «<*a* 

A tang.— = jy- ■+• — — clc - 

~ ai' ki , 1 i "»4 . 3 j'»*f 

— — ~T~ T ~Z I ~ ' 


log. 


i’ Ai 

P 


—j H etc. 


les deux formules donneront également pour la force attractive de la 
sphere lo, comme nous l’avons trouvée n° 10. 


(175). Si le corps est une masse fluide, il doit y avoir des condi- 
tions pour qu’elle demeure en équilibre en vertu de l’action mutuelle 
des parties qui la composent. Un corps solide restera en équilibre 
tant qu’il ne sera sollicité que par deux forces égales qui aient des 
directions opposées et dans la même ligne droite. Il n’en sera pas de 
même d’une masse fluide ; elle ne pourra demeurer en équilibre que 
tous les points de sa surface ne soient sollicités par des forces égales 
et perpendiculaires à cette surface. En sorte que si vous représentez 
par a'p la pression sur une partie a’ de la surface d’une masse fluide 
en équilibre, vous pourrez représenter par h‘p la pression sur une 
autre partie /i’ de cette surface ; et si , ayant fait à un vase entière- 
ment rempli par ce fluide une petite ouverture , l’on presse en cet 
endroit la surface du fluide, la pression se répandra également en 
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tous sens, et dans toutes les parties du fluide, de manière que tous 
les points du vase seront pressés, suivant des perpendiculaires à sa 
surface, avec des forces égales à celle qu’ou a appliquée à la petite 
ouverture. C’est sur ces faits bien constatés qu’on a fondé toute la 
théorie des fluides. 

(17 6). Imaginons en Z (//#. XIII) une particule de la masse 
fluide, dont nous déterminerons la position dans l’espace, en la rap- 
portant à trois axes perpendiculaires entre eux, AD, AB, AC, au 
moyen des trois co-ordonnées Al’, .r, PM, .y, MZ , 2. Nommons 
aussi P, Q, R, les forces qui agissent sur cette particule parallèlement 
à ces trois axes; c’est-à-dire que D étant la densité du fluide, et 
dxdydz le volume de la particule, on a 

DP dxdydz, DQ dxdy dz , DR dx dydz, 

pour les forces motrices, suivant AP, PM, MZ. Maintenant la pres- 
sion, que nous appellerons n, étant une fonction de x, y, z, si on 
représente sa différentielle par dx -4- ~ dy -+- ~ dz-, quelle 
que soit la pression sur la face ZX.vz du petit parallélipipede fluide, 
la pression sur la face opposée UYy tr la surpassera de ^ dx- dydz ; 
de même la pression sur la face XYjx surpassera celle sur la face 
opposée ZU uz de ~ dy • dxdz ; et la pression sur Z xyu suipasscra 
la pression surZXYU de ^ dz- dxdy: et comme, pour l'équilibre, 

il faut que chacune des pressions excédentes soit égale à celle des 
trois forces motrices qui agit dans sa direction, on aura nécessaire- 
ment 

^ dxdydz = DP dxdydz, 
dxdydz = D Qdxdydz, 

— dxdydz = DRdxdydz, 
et par conséquent 

£ = dp, £ = dq, £ = dr, 

d’où il sera facile de tirer 

r/n = D (Pr Ix - 4 - Qdy Rr/z). 
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Les conditions pour que la niasse fluide puisse demeurer en équilibre 
seront donc renfermées dans les trois équations (C. I. pag. 88) 
j . dp </. do .ne rf.on jjv) £• i>n . 

dy tfx ’ dz *.x 1 dz d\ ’ 

où nous remarquerons, relativement à D, que celle quantité est 
constante lorsque le fluide est incompressible et par- tout de même 
densité ; qu’elle dépend de a-, y, z , lorsque, le fluide étant incom- 
pressible, la masse est composée de couches différemment denses; 
qu’elle est fonction de a,/, z, Fl, lorsque le fluide est compres- 
sible. 


(177). Il n’y aura pas d’équilibre sans que ces conditions aient 
lieu; mais les conditions pourront avoir lieu , et le fluide n’être pas 
en équilibre. Supposons, par exemple , que la niasse fluide soit solli- 
citée par des forces toutes dans le plan BAL), et que je puis réduire 
à deux, V et W, dont l’une agit dans la dbection de MA, et l'autre 
perpendiculairement à cette direction. En nommant AM, r, l’angle 
MAP, tp ; on aura (n° 26) 


— P = V cos. p -+- W sin.?, Q = V sin.? — W cos.?, 
et D (P dx H- Qdy) = — D (Vrfr — Wrrfÿ). 

Si , pour simplifier encore davantage, on fait D = 1 , V = F' .’ r, 
et VV = ÿ, 011 aura — d rF 1 ’. r -+- ad<p, qui a pour intégrale 
— F I r -+- «?. A cause de l'arc de cercle, cette intégrale, à chaque 
retour des variables, augmente de la circonférence; ce qui indique 
un canal de forme ovale où il doit y avoir un courant perpétuel , et 
où, par conséquent, le fluide ne peut pas être en équilibre. Il ne 
suffit donc pas, pour qu’il y ait équilibre, que D (Vue — Wrdç) 
soit une diflérentielle exacte ; il faut de plus que l’intégrale de DVVrr/?, 
prise, par rapport ù ?, de maniéré à devenir nulle lorsque ? = o, 
puisse encore le devenir lorsque ? sera augmenté d'autant de fois la 
circonférence qu’on voudra. 

(178). Avec les trois équations de l’avant-dernier numéro, je puis 
éliminer D , et avoir entre P, Q , Il , l’équation ( C. I. pag. 29 1 ) 


Rg- I, S + Q^- R S- t - p ïr-Q^ r = 0 - 


d R 




rfQ 


d P 


Ainsi l’état d’équilibre exige que P dx -+- Qdy -4- Rdz soit une 
différentielle exacte, ou susceptible de le devenir, par la multiplica- 
tion d’un facteur. Nommons ,m ce facteur, et supposons n (P dx -+- 
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Qdy -+- Rr/z) = ds; nous aurons <fn = ^ ; équation qui 
renferme toute la théorie de l’équilibre des fluides, et dans laquelle, 
si l’on fait D = i , on a aussi /u = i. Elle sera possible toutes les 
fois que ne sera fonction que de s et n. Le cas le plus simple est 
celui où —■ serait fonction de s , ou bien s fonction de dimension 

nulle de D et /u. Lorsque D ne renfermera que n , il faudra que 
fx — 1, comme dans le cas où la densité serait constante; c’est-à- 
dire que la différentielle doit être alors intégrable, indépendamment 
de la multiplication d’un facteur. Une autre remarque qui s'en dé- 
duit aussi facilement, c'est qu’une masse fluide qui ne serait pas en 
équilibre pourrait parvenir à cet état si sa densité venoit à changer 
convenablement. Nous allons faire quelques applications des prin- 
cipes que nous venons d’exposer. (Voyez la première partie de la 
Figure de la terre, de Clairaut ; un Mémoire d Euler , parmi ceux do 
licrliu , pour 1 7 55-, et les tomes V et VI des Opuscules mathéma- 
tiques de d’Akmbert.) 

(179). Nous supposerons d’abord que le fluide étant d’une den- 
sité uniforme, 11'est animé d’autres forces que d'une force centrale 
et d’une force centrifuge dues à son mouvement autour de l’axe AD. 
Celle-ci sera proportionnelle à iy, i étant un nombre qu’on déter- 
minera en observant la force centrifuge à un point connu de la masse 
fluide. Si de plus nous nommons la force centrale V ; P et Q les 
forces parallèles et perpendiculaires à l’axe AD, dans lesquelles la 
force centrale et la force ccntiifugc pourront être décomposées : nous 
aurons 

P = — V cos. 9 , Q = — V sin.? -+- ir sin.p; 
et par conséquent 

dn = — Wdr - +- i (r</r sin.p ! -+- r'd<p sin.p cos.ip). 

Cette équation s'intégrera facilement lorsque V ne sera fonction que 
de la distance r , et ou aura dans ce cas 

n == const. -t- '-E sin.p* — /Vr/r. 

Dans toute l'étendue d'une même couche la pression est la même ; 
la figure de cette couche sera donc déterminée par l'équation 

h — 77 sin.p’ -t- /V dr = o; 

et si 
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et si nous supposons V = fr, /étant un nombre qu'on déterminera 
en observant la force centrale à un point connu de la masse, nous 
aurons 

a h -t- r' (/ — i sin.^ 1 ) = o, 

qui devient 

1 — (4 — «"•<?’) =0, 

en prenant la constante arbitraire h de maniéré que $ — o donne 
r = a. L’équation de l’ellipse , dont les deux demi-axes sont a et b, 
peut être mise sous cette forme : 


b ' — a* / b * 
a* b* — a * 


sin.p’) r* 


1 ; 


en la comparant à la précédente , on en tire 


/ 



et b ; a ; : y/f : »/(/— *) •• 


la masse fluide aura donc la forme d’une ellipsoïde applatic vers les 
pôles. 

(180). Imaginons une masse fluide composée de différentes cou- 
ches, chacune d’une densité uniforme. Pour exprimer cette condi- 
tion, on regardera D comme étant fonction des co-ordonnées x,y, z, 
d’une couche quelconque, et on fera 


» </D » ti D » 

77 dx -+- sj d f -+~ vr dz — °- 

Si on met dans cette équation pour -jj , y leurs valeurs (n° 176) 


dq 
SS 
d R 
SS 


d o 

dx 
d D 
dx 


D d P 
P SJ' 

J! dJL 

P dt ’ 


on en tuera 


i>£( Pd * 


+ Qrf;+R</ I ) + @- 




équation de chaque couche où la densité est uniforme. Si les forces 
P, Q, R, ne résultent que d’une force centrifuge que la masse fluide 
acquiert dans son mouvement de rotation autour de l’axe AD, qui 
est nulle dans le sens des x , et peut être supposée égale à iy et iz 
dans le sens desj' et des z; et de forces attractives telle que V, qui 


\ 
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est fonction seulement de r , r étant la distance du centre de cette 
lorce à la molécule fluide: on aura (n° 126) 


P=— vi— V'^- etc. 

dx dx 


O = — V £ — V' 
R=-V^-V' 

a* 


~7J 

Jr' 

71 


— etc. H- 17» 

— etc. -+- 12; 


et Pffa: -t- H- Rffr — — Vdr — Vdr' — etc. 

-+- Î (ydy ■+■ zdz). 

Ainsi dans ce cas la différentielle P dx -+-Qdy -+-Rdz sera exacte, 
c’est-à-dire qu’elle aura d’elle - même les conditions ^ , 

^ ~ . Parlant , l’équation trouvée plus haut deviendra P dx ■+• 

Qdy -+- Rrfz = o, dont le premier membre doit être une différen- 
tielle exacte ; et il est nécessaire que la résultante des forces P,Q, R , 
soit perpendiculaire à la couche. 

En effet si, pour simplifier, on suppose un solide de révolution 
dont la courbe génératrice ait pour co- ordonnées x et 7, on verra 
aisément que si P ; Q ' * — dy \ dx, les forces P, Q, et leur résul- 
tante doivent faire entre elles un triangle semblable à celui qui est 
formé par les différentielles dy, dx, et l’élément de la courbe. Ces 
couches ont été nommées couches de niveau par M. Clairaut ; cet 
arrangement seroit celui des différentes parties de la terre, si elle 
avoit été primitivement fluide. 

(181). Soit une masse fluide homogène, fouinant autour d’un axe, 
et qui agit sur chaque partie qui la compose par une force d’attrac- 
tion qui, étant décomposée suivant les coordonnées ni , n, p, donne 
X, Y, Z, (iPiét)). En nommant f la force centrifuge à l’équateur, 
c le demi -axe de révolution, e' le rayon de l’équateur; on aura 

{r /(m’ -f- n 3 ) pour la force centrifuge au point G : et celte force, 
décomposée suivant ni et n, donne et qu’il faudra ôter de 
X et Y. 11 suit de ce qui précédé, que la masse dont il s’agit ne 
pourra demeurer en équilibre sans que l’on ait 

(X — dm - 1 - (Y — du -t- Z dp — o, 
équation dont le premier membre doit être une différentielle exacte. 


| 
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Elle a lieu en même temps que dp = ^ dm - 4 - dn qui est celle 
de la masse fluide ; partant il sera nécessaire que les équations 

7 dp . Y f m ^ dp y _ f n 

dm e' ’ dn e' * 

soient satisfaites. Si elles doivent l’être, en supposant que la masse 
prenne la figure d’une ellipsoïde , on a 

p* -H £7 (/n* -4- n 1 ) = e% d’où l’on tire 

dp e* m dp e * n 

dm « r * p * 4 ^/» e ,ê p ' * 

Dans la même supposition si l’on fait X = mK, Y = «K, Z = />H, 
K et H seront (n“ 171) des quantités absolument indépendantes de 
m, n, p. Par ces substitutions, les deux équations auxquelles il s’agit 

de satisfaire se réduisent à H = K. — -, où il n’entre aucune 

ligne qui désigne la position du point G. Il suit de là qu’une niasse 
fluide homogène qui tourne autour d’un axe dans le temps néces- 
saire pour que la force centrifiige qui en résulte soit celle que de- 
mande l’équation précédente, étant parvenue à l’état d’équilibre, 
aura pu prendre la figure d’un sphéroïde elliptique : c’est le théo- 
rème fondamental de la pièce de Maclaurin sur le flux et reflux de 
la mer. 

(18a). Lorsque le petit axe est l’axe de révolution, on peut donner 
à l’équation ^H = K — ~ la forme suivante:- 

a (P — A tang.r') = (/'* -+• 1) A tang.t' — V — ai", 
ou celle-ci : 

ai n h- 3 i'= (t'>-+- 3 ) A tang.t': 

c’est l’équation de tous les sphéroïdes elliptiques de révolution ho- 
mogènes en équilibre dont le demi -axe est moindre que le rayon de 
l’équateur. On trouvera les différentes solutions dont elle est suscep- 
tible , en imaginant deux courbes qui aient pour équations 

y = A tang.t , et y = . 

On tire de la première ^ ^ , et celte valeur de devient 

= 1 lorsque r ' — o : c’est pourquoi si nous nommons s le sinus de 
l’angle sous lequel cette courbe coupe son axe à l’origine, nous aurons 
■r = \/(i — a 1 ); et P a r conséquent l’angle dont il s’agit est de 45 ". 
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De môme si l’on se sert de la caractéristique J pour désigner la diffé- 
rentielle de l’ordonnée dans l’autre courbe, on aura 


J y ai' 4 3(3 a — i ) » r * 9 

d? («'*+ 3/ * 

qui devient aussi = i lorsque i' = o, et donne 45* pour l’angle sous 
lequel l’axe est coupé à l’origine. Lorsque i' est très petit , on peut 
prendre pour l’équation de la première courbe y = i' — - e t 

pour celle de l’autre , y — ~ — l- i' — ’-j- , d’où il suit que celle-ci 
est au dehors de la première ; et comme ses ordonnées augmentent à 
l'infini, elle ne peut couper la première en un point sans la couper 
en deux. A ce second point J'y sera plus grand que dy : or 


j r a i 11 - 4 - a (S I» — a) i 1 * 4 - ç«i" 

«y dy L — << ,: + !)(*'•-(- j ) 1 — 

(i'*+ O C* '* -H !)• 


étant positif, le sera, quelque incrément que prenne » f ; donc, après 
la seconde section, la seconde courbe sera toute enticre au dehors 
de la première pour ne la plus rencontrer. On parviendroit au même 
résultat en supposant le demi-axe plus grand que le rayon de l’équa- 
teur-, il est donc rigoureusement démontré qu il n’y a que deux sphé- 
roïdes elliptiques de révolution qui puissent donner l’équilibre dans 
le cas de 1 homogénéité et de la rotation. 


(i83). Les attractions de deux sphéroïdes elliptiques homogènes 
de révolution ayant pour demi- axes e et /, pour demi -diamètres de 
l’équateur e' et et pour densités D et A, sur un point placé à la 
même distance p de l’équateur dans le prolongement de leurs axes, 
seront entre elles 


il Dee 


la 


A//'>, si e'* — «’=/'■— /’: 


cette proposition suit évidemment de ce qui est démontré n° 174 . 
Maclaurin a cherché ( Traité des fluxions , n°653) s’il n’y aurait 
pas quelque analogie semblable entre des sphéroïdes homogènes qui 
ne seraient pas des solides de révolution. Supposons avec lui des 
sphéroïdes elliptiques dont toutes les coupes soient des ellipses ; alors 
clans l’équtition 

r 0 ri __ (<■'* — 4 - ,.•) envi-; 

e 1 * — ctrt.i* * 


e 1 ne doit plus être constant, puisque l’équateur du sphéroïde est 
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une ellipse. Nommons b l'autre demi- axe de cette ellipse, et u un 
des rayons vecteurs pris du centre ; nous aurons 

u* = 

b* -4- — b •) tin.»* * 

et u sera ce qu’il faut substituer à e 1 dans la valeur de ri — ri. La 
formulez (n°r6p) deviendra 

— 2cP // » ou ‘ = 1 cos. fl*. 

qui, étant intégrée, par rapport à f, de manière qu’elle soit nulle 
lorsque t = i, et qu’elle s’étende depuis t — o d’une part jusqu'à 
t — o de l’autre, donne pour l’attraction du sphéroïde 

4 - A „n S .^P^) 

La distance p restant la môme, l’attraction d’un autre sphéroïde pa- 
reil pourra être exprimée par 

4/,A/(XÈl=£!_ A -gfr, 

01 -u"’-- : 

et il est aisé de voir que ces deux attractions sont entre elles 

il D cil’ 1 dn \ bf u’ 2 dr, si u * — e’ = u 1 * — f *. 

On mettra pour dit, dr\ leurs valeurs en u, du, u\ du' \ ce qui 
changera le rapport précédent en celui-ci : 


D b et* h du 


A a ff' w 1 du’ 


ou, à cause de u ,2 = u 2 — e 1 H- /*, u'du' = udu , en cet autre, 


D*r 




v'u" — u 7 ) . v/c»*— «*— “*)• v'i»'— 


Ce dernier rapport devient 


Diee'i A o //', si e'* — e’ = /'* — /*, e’ — b* = f’ — a’. 

On tire des deux équations, e' 1 — b 2 = f' 2 — a’; c’est-à-dire que 
les équateurs des deux sphéroïdes doivent avoir même excentricité: 
une autre condition qui se déduit de même de l’équation u 2 — e* = 
— y" 1 , c’est que chaque méridien d’un des deux sphéroïdes a son 
correspondant dans l’autre qui a même excentricité que lui. Quant à 
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l’intégration définitive des formules , on n’a pu y parvenir jusqu'à 
présent que par approximation; nous allons considérer le problème 
des attractions sous ce point de vue. 

(184). Si le sphéroïde de révolution est très peu différent de la 
sphere, i ' sera une quantité très petite , et on pourra prendre 


» .1 i " i” 1” 

A tang.i — 1 r H- - 1- etc. 

□ o !» 7 

log.^^r = 2 («'-+- — ■+■ T H- y -4- etc.) 
d’oii il sera facile de tirer 


A Une./ ' — 1' 


— î- 4 -Ç — y-t-etc. 




log. -bilr — 2 i' 


= 2 (i-4- Ç + y + etc.) 


(«'*—,) l°g- 7 ^ “t" 2 «' 


= 2 ( i -t- U -H -H etc.) 


Cela posé, nommons le demi-petit axe c, le demi grand axe c(i-i-a), 
Y ellipticité a. étant une quantité très petite ; nous aurons , lorsque le 
petit axe sera celui de révolution, 

j=l+î«+*’, j’* = 2 a — a’, 


et pour l’attraction du sphéroïde sur un corpuscule placé au pôle, 

(ai) — ( 1 ■+■ - — y 7^5 — etc.); 

pour l’attraction du sphéroïde sur un corpuscule placé à l’équateur, 

(02) —3— (1 •+■ ~î — ~ïï ■+■ -^3- — etc.) 

Lorsque le grand axe sera celui de révolution , on aura 
4 - = 1 — a» + 3 *’ — 4 *’ •+■ etc. 
ï' = 2 a — 3 a 1 -f- 4 et 5 — etc. 
et pour l’attraction du sphéroïde sur un corpuscule au pôle, 

— etc.); 


/ 1 v 2 t?D / . . * 2 a 

(i,) ] — (1 -f- T T 


22 * 

’»oj 
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pour l’attraclion du sphéroïde sur un point placé à l’équateur, 

. • v a*rfD t . , a» o«* . 16** . v 

(As) —3— ( » H- t — ~îî -+■ -753 etc.) 


Mais pour abréger, nous supposerons toujours dans la suite que c’est 
le petit axe qui est celui de révolution. Si un semblable sphéroïde 
fluide tourne autour de son axe daus le temps nécessaire pour être 
en équilibre, on aura (n° 181 ) 

112 — f \ ni** 1 * 1 -t- a, et par conséquent 

f— 02 — —• = 1- \ S iS îî *" etc- ) 

Donc — ( que nous nommerons 6 pour abréger) 

— elc. 


8 «> 
a 5 . 55 

on tire de cette demiere équation 

£Ç . ££1 _ jMi» 

4 1 224 6272 


4 * aa* 

— 5 T 773 




etc. 


qui donne le rapport des axes du sphéroïde. Lorsqu’il sera question 
de la terre, si l’on prend ^7 = 3^» ou 6 = 755» et qu’on se con- 
tente du premier terme de la série, on trouvera a = ^2., et, à très 
peu près , que le rapport des axes de la terre supposée homogène 
est celui de a 3 o I a 3 i. 

( i 85 ). Si , dans le n° 170, nous eussions d’abord intégré par rap- 




(/ ,, + 1) A tenfl « f — i 1 


= Q* 


port à 8 ; en faisant ~ • i 

nous aurions trouvé 

Z = 4 7r P D yP du , Y = 4 nD jn /Q sin. h* ci», 
X= 4 W1 D^yQ cos- » * ». 

Dans le cas où le sphéroïde elliptique ne serait pas un solide de 
révolution , avant d achever les intégrations indiquées , il faudrait 
substituer à ^ , que nous ferons = sin.»’, /u étant égal i 


-p — » : et comme par cette substitution P et Q deviendraient 
P -i- 77 é» sin.»’ H- ( ,u sin.» 1 )’ -4- etc. 


Q -+■ 77 <“ «“•«’ -+■ ( f/- sin.»’)’ -t- etc. 


-'•Q 
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si le sphéroïde différoit peu d’un solide de révolulion ; on auroit , à 
cause de 

/du = -7, fdv sin.»’ = j' 

fdn sin.n* = ^, fdn sin.x* = etc. 

ces intégrales étant prises depuis w = o jusqu'à » = 180 ; on aurait, 
dis-je , 

Z = it,D [P -t- Jt-netc.] 


ï-..oS*H.Sfÿ+Sn5» 


etc.] 


2 ?' ±2 _i_ etc 1 

«.4.6 TT 7 ^ ett ‘J 


iié- 


3..y j-q 

X=7rmD^[Q-t-f # 

Ajoutons qu’il est assez peu différent de la spliere pour pouvoir 
gliger la seconde puissance de 1' 3 ; alors (11° i8.j) 

p ® 1 r\ A » • 

’ 5»* * ^ 5» * 

ou , faisant c a - ~/ = /1 , d’où l’on tire 

r = i — a /« , -L = 1 -H 2 /i, f* = 2 (h — 1), on peut prendre 

P=i(t- 4 -^), Q 

£p j_ jp 2_ rf Q «_ Ï2 JL- 

*/, % dU iS * </? x dh l5* 


et par conséquent 


Z == [l 
Y = LIJÜL [ t 1 (A — 2/)], 
X = ~ [1 


I (A -+■ /)]. 

21) 

î(« — 2//)]. 


(186). Nous supposerons que le sphéroïde se meut autour d'un 
corps dont nous représenterons la masse par M' ; et, faisant abstrac- 
tion de toutes les inégalités quelconques, que les centres de ces corps 
demeurent dans le même plan à la distance a ; que l’équateur du 
sphéroïde reste aussi perpendiculaire à ce plan. La particule dont la 
position , par rapport au plan dont il s’agit, et à l’axe a, est déter- 
minée par les co-ordonnées ni, n, p, est éloignée du corps M' de 
v/[(n-t- m) 3 - 1- n' - t- /> 3 ] , et de y/[ (a -+- m) 3 -+- n 3 ] d'un axe 
perpendiculaire au môme plan qui passerait parce corps. Elle a donc 
autour de cet axe une force ^centrifuge \/[ (a H- my -+- n 3 ] , eu 

prenant 
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prenant la vitesse angulaire pour l’unité (n° 1 14); et cette force, dé- 
composée suivant m et n, donne a -+- ni et n qu'il faudra prendre 
négativement. De plus M’ agit sur la particule avec la force 

M „.- + / ;n qui, étant décomposée suivant m, n, p, donne 


(a m)‘ - 


M ' ( n - 4 - m ) 


M'/i 


M ’p 


+ ’ ((o+m)' 


•P'}* 


ou simplement 


M'(i 


-4» «) /\ 3w ^ M'/» M 'p 

P V 1 J ’ o ’ * »* * 


puisque m, n, p, peuvent être regardées comme très petites par 
rapport à a. Ainsi la particule est encore soumise aux trois forces 

M'(«+ m) / 3 m\ M 'n M *p 

— ■ — ; ( 1 ) — a — m. —î n , — £- • 

ti' \ a J ’ a* 1 a* 

et comme elles sont nulles an centre du sphéroïde, où m, n, p, sont 
nulles, on doit avoir M' = a 1 , qui , étant substitué dans les expres- 
sions précédentes, les réduit à 

— 3 m suivant m , o suivant n , et p suivant p. 

11 suit de là que les forces qui agissent sur la particule suivant m , n, p, 
sont 

X = 3T " P [1 -+*!(/ — 3/1 ) ] — 3m, 

Y = [1 -f-| (A — ai)]» 

Z = ' ’f D - [1 +!(A + i ) ] H- P- 

(187). 11 faut, pour l’équilibre (n°i 8 o), que Xi/m + Yi/iH- 
2.dp = o, équation dont le premier membre doit être une différen- 
tielle exacte, et coïncider avec la différentielle du premier membre 
de celle-ci : p 1 -4- + ^ m 1 = e' ; les trois forces seront doue 

respectivement proportionnelles à 

£ , f , £, ou à i (i- 2/0, .4 O - 2/), c 4 . 

On tire de là que • 

aj-Dfi-t-Hi— a*)f — 9 , J*D fi + t(A — a<)t 

a»0 l> + t(A H-i) J + S 1 2 ’ a»l>li + i(A+<)J-(- J 1 2i * 

et négligeant les produits de deux dimensions de A et t, ces valeurs 


A = 


4*0 + ii 


St : 


4*0 -h li 


V 
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Donc h et J sont des quantités positives , et h est plus grande que i, 
comme nous l'avons supposé n° 1 54 et suivants. Mais il reste à faire 
voir comment , C , des mêmes numéros, et les expressions ana- 
logues des numéros précédents, sont formées de h et i. 

(188). Nous avons supposé (n* 160) 

A = /r % cos.C’dM, 

B= /(sin.C“ -+■ cos.C 1 cos.y 1 ) r’c/M, 

C = /(sin.C'-f- cos.C 1 sin. y 1 ) r* jM, 
et nous avons trouvé ( n° 167) 

d M = Dr’ cos. Cdrd Gdy\ 
intégrant donc par rapport à r, on a 
M = -j- //r* cos. CdCdy, 

A cos .C'dCdy, 

B = -j- ff(sin. 6 * -+- cos.C 1 cos.y*) r s cos.SdCdy, 

C = //(.si n.C 1 -+■ cos.C 1 sin.y 1 ) r J cos .€d€dy. 

Si le sphéroïde elliptique étoit de révolution , il aurait pour équation 
r 1 (sin.C 1 r cos.C ’) = e% 

d’où l’on tirerait, en négligeant la seconde puissance de r — 1, 
r = c(i + cos.C*). 

On mettra » H- A» sin. y 1 pour f ( n° 1 85 ), et il viendra 

r = c [1 -f- (k cos.y’-f- i sin. y 1 ). cos.C 1 ]; 
partant r i ==c i [1 -f- (h cos.y 1 -»- i sin.y 1 )- 3 cos.C 1 ], ■ 
r 4 = e 4 [ 1 -f- (h cos. y 1 H- i sin. y') • 5 cos.C’]. 

Ayant mis ces valeurs dans les formules précédentes, et ayant intégré 
par rapport à y, on mettra 7 r au lieu de y, et on e/ikcera les termes 
qui renfermeront sin. y et cos. y ; on trouvera de cette maniéré 

M œ f £1 *+• \ (A ■+■ 1) cos.C’] cos.C dG, 

A = h- —■ (h H- i) cos.C 1 ] cos.CVC, 
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B = /[(i ~+* — (A-f- 1) cos. fi") sin.fi’ -4- ( i -+- -j- ( 3 A -f- i) 

cos. S 1 ) — cos .GdG, 

C=2^1 y[(i -H ± (/,-*-/) cos.fi 1 ) s!n.e i -H(i-4--i(3/-4-A) 

COS.fi 1 ) COS.fic/fi. 

On intégrera ensuite par rapport à fi , et ayant mis l'unité pour sin. fi, 
on prendra le double du résultat ; ce qui donnera 

A=i^[i + a(A + /)] f 


C = - p [ % — (i + A+ a i ). 


On en tirera aisément les valeurs des mêmes quantités que nous 
avons employées n° 1 56 

(i8j). Nous avons supposé (n* i 34 ) 

f ’r* cos. G' d M = A , fr ’ sin. fi 1 M = B , 

/>* cos.fi* cos.2>^M = E, />* cos.fi 1 sin.a></M = F: 

or A = [i -+- 2 ( A -+- /)] , 

B = ^ D | J* ( 1 -t- A -+■ i) ; 
partant A — aB = - ~j -- (An- i). 

A cause de sin. 27 = 2 sin. y cos. y, ayant intégré, par rapport à y, 
pour trouver F, on verra que tous les termes sont multipliés par sin. y, 
on en conclura que F = o. Quant à E , on a d'abord 

E = (A — i) f cos. G s dG\ 

et intégrant ensuite par rapport à G , avec la condition de faire 
sin.fi = 1, et de prendre le double du résultat, on en tire 

E = i^l(A-i). 

Donc E, F, et A — 2B, ne peuvent être que des quantités très pe- 
tites, relativement à A et B, comme la théorie dont il s’agit ici l'exige 
(n“ 137). Jusqu’ici nous avons regardé le sphéroïde comme étant 

Vij 
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horuogcne ; s’il ne l’éloit pas, qu’en résulterait- il? C’est ce qne nous 
nous proposons d'examiner dans les numéros qui suivent. 

(190). Nous imaginerons qu’il est composé de couches dont les 
densités et les cllipücités varient comme les distances au centre, et 
nous chercherons l’attraction qu’exerce une des couches, supposée 
homogène, sur une particule du sphéroïde. Le problème qu’il faudra 
résoudre d’abord , sera de déterminer l'attraction d’un sphéroïde ho- 
mogène sur un point placé hors de lui. L’attraction d’un sphéroïde 
elliptique de révolution, très peu différent de la sphere, sur un cor- 
puscule placé dans l’axe à la distance p du centre, sera exprimée par 
la série ( n* 1 74 ) 



-+- !•_+ • 
T 

a Tf’D 


3 * - 4 - 5 « * - 4 - <4 




P * * ^ P' 

[r + 2* (.-!£)], 


£ 7-*- etc.) 


si l’ellipticité a ( n° 184) est assez petite pour qu’on en puisse né- 
gliger la seconde puissance. Il suit de là que l’attraction qu’exerce 
une des couches supposée homogène, dont le demi petit axe = r, 
l’ellipticité = p , la densité = lt , sur un corpuscule placé dans l’axe 
à la distance p du centre, sera exprimée par 


£ [Rr ! +ap(Rr J - 


5 



Ainsi tout sphéroïde elliptique de révolution, très peu différent de la 
sphere , et qui est composé de couches dont les densités et les ellipti- 
alés sont fonctions des distances au centre, attire un corpuscule placé 
dans l’axe à la distance p de ce centre , avec la force 


bien entendu qu’ayant effectué les intégrations indiquées, on mettra 
pour r, p et R , leurs valeurs c , a et D. 

( 101 ). Si le sphéroïde est elliptique sans être de révolution, on 
aura a intégrer (n° 1 83 ) 


OÙ U 


J » 


b* -4- («'* — b*) lin.»* * 


et si on peut supposer qu’il différé très peu d’un sphéroïde de révo^ 












Digitized by Google 


CHAPITRE IV. l 5 j 

lution, ayant fait ^ = », et - - ^ 7 -■ v = /*, on cherchera ce que 
devient la fonction 


(U). 


(•^1 _ A .ang.^i) 


lorsqu’on y met » -t- /u sin.it’ au lieu de ». Par cette substitution, 
elle est changée en celle-ci: 

U sin. if 1 ^ sin.» 1 )’ -t- (f* -+• etc. 


qu’il faudra multiplier par du, et intégrer ensuite. Ainsi la force 
attractive qu’il s’agissoit de trouver est égale à 

2 TT ep D (U -+- £. -K - 4 - jSj ^7 -t- — 6 - 7 ? -+■ etc.) 

Dans les cas où ce même sphéroïde pourra être regardé comme très 
peu différent de la sphere , et p seront des quantités très petites 
dont on négligera les secondes puissances ; et , à cause de 

v=£(f.-ë^). 

</U «' t e* a — r 

_ S 


5/> 4 ? J * 

nous aurons cette autre expression de la forccrattractive 

airff > D r > g* 1 — t / 1 g* a — » \ "1 

/>' 5f‘ * »* a* \17 5/»* »* J J * 


On mettra pour » et n leurs valeurs 1 — 2 A, 2 (A — 1) ( n* i 85 ) , 
et en négligeant les secondes puissances de A et 1, on changera l’ex- 
pression précédente en celle-ci : 


a* D r* 

*P' 


[1 -t- (A H- O (1 — §77)]. 


Si pour une couche quelconque, supposée homogène, d’un sphé- 
roïde elliptique qui n’est pas un solide de révolution, dont les den- 
sités et les ellipticités varient comme dans celui du n” précédent, on 
nomme <r la somme des ellipticités de deux méridiens perpendicu- 
laires entre eux, dont l’un passerait par le grand axe de l’équateur, 
on aura , pour l’attraction qu’elle exerce sur un point placé dans 
l’axe , cette quantité 


a w 

Së 7 


[Rr J n- <r (Rr 3 — jp Rr 5 )]. 


Digitized by Google 



1 58 ASTKONOMIl PHYSIQUE. 

Il suit de là, qu’ayant effectué les intégrations indiquées dans l’expres- 
sion suivante 

jp (/R d. r'-+-/Rd. ,r>) — jp /Rd* *r 5 , 

si on y met c et h -¥■ i au lieu de ret a, on aura l’attraction du 
sphéroïde sur un corpuscule placé dans l'axe à la distance p du cen- 
tre. Nous allons maintenant nous occuper de l’attraction du même 
sphéroïde sur un point quelconque; ce qui exige de nouvelles consi- 
dérations que nous avons exposées dans les numéros suivants , où 
nous avons tâché de développer et de généraliser ce que M. Clairaut 
a dit sur cet objet dans les chapitres II et I II de la seconde partie de 
son excellent ouvrage sur la Figure de la terre. 

(192). Si, pour calculer plus facilement l’action du sphéroïde sur 
un point quelconque G (fi g. XII), on place ce point dans l’axe AC, 
cet axe ne pourra plus être regardé comme donné de position; on en 
imaginera un autre AO qui soit tel (fig. VIII ) , et par lequel on fera 
passer un plan CAO. Je suppose que ce plan coupe le plan BAD 
dans la droite AF ; et ayant abaissé une perpendiculaire ZN sur le 
plan OAF, et tiré la perpendiculaire NQ à l’axe AO, je nomme 

l’angle OAF, A; l’angle DAF, <p ; l’angle OAZ, Ç ; 

l’angle NQZ, que forment entre eux les plans qui passent par l’axe AO, 
et les points G et Z, la distance AZ [= ^/(x'-t-y' - 4 - z’)]<f. 

Cela posé , les triangles rectangles ZNQ , AQZ, donnent 

NZ j> AQ 

tong-* = ÿN » cos -C = ~T- 

Mais (n° 1 16) 

AQ = (x cos. p H- y sin.^) cos. A - 4 - z sin.A, 

QN = (x cos.Q - 4 - y sin.p) sin.A — z cos. A, 

NZ = y cos.p — x sin.ip: 
de plus (n° 167) 

x = — r cos.0 cos.», y = — r cos. 8 sin.», 
z = p — r sin. 8; 

si donc on veut faire attention que » n’est autre chose que l’angle 
DAM, et supposer, pour simplifier, » — <p = il sera facile de 
voir que 

AQ = — r cos.0 cos.»' cos.A - 4 - (p — r sin.0) sin.A, 


byO 
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QN = — r coe. 0 cos.»' sin.A — (p — r sin. 8 ) cos. A, 

NZ = — r cos .0 sin. k 1 . 

On verra aussi facilement que = r* — 2 pr sin .0 -+- p'. 

(193). Si le sphéroïde est elliptique sans être un solide de révo- 
lution, il a pour équation 

ÂQ 1 H-^QN , - 4 -^NZ 1 = C , ou 

(cos. A’ -4- ^ sin.A 1 ) r 1 cos.O'cos.»' 1 — 2 (î — ( p — r sin. 0 ) 

rsin. A cos. A cos .0 cos. »'-(- (sin.A 1 - 4 - £7 cos.A 1 ) (p — r sin. 0 )* 
-h -jt r* cos.0 1 sin.w' 1 = 

Nous introduirons, comme dans le n° i 85 , les quantités h et t, dont 

nous négligerons les secondes puissances, et nous aurons 

cos.A 1 -4- ^7 sin.A 1 =1 — 2 A sin.A 1 , 
sin. A 1 h- £7 cos.A 1 = 1 — 2 A cos.A 1 , 
cos.»' 1 -*- -£7 sin. 11 11 = 1 — 21 sin.*' 1 ; 

partant l’équation du sphéroïde devient 

r 1 [1 — 2 ((A sin.A* cos.»' 1 -)- i sin.»' 1 ) cos. 0 1 — ih sin.A cos.A 
sin. 0 cos. 0 cos. »' -1 -A sin. 8 1 cos. A 1 )]) — 1 pr [ sin. 0 — 
2/1 (cos. A 1 sin .0 — cos. A sin.A cos .0 cos.»')] = e 1 — p 1 -4- 
2 hp* cos.A*, 

ou même encore 

r 1 — 2 pr [sin .0 -t- 2 ((A sin.A 1 cos. »'*-+- f sin.»' 1 ) sin .0 cos. 0 1 -4- 
A cos.A sin.A cos .0 cos.»' (1 — 2 sin. 0 *) — A cos.A 1 sin .8 cos. 0 1 ] 
= e 1 — p 1 -4- 2 [ hp 1 cos. A 1 -4- (e 1 — p') ((A sin.A 1 cos .»' 1 -4- 
i sin.»' 1 ) cos. 0 1 — 2 A sin.A cos. A sin .0 cos .0 cos.»' -4- A cos.A 1 
sin. 0 1 )]. 

En résolvant l’équation du second degré, on aura (n° 168) 

T2 — ri — 2 \/(«*- p’ cos. 0 1 ) -4-^-^— [Ae'cos.A 1 — 
(c 1 - 4 -p* — 2 p* cos. 0 1 ) (A cos.A 1 — A sin.A 1 cos.»'* — 1 sin.»' *) 
cos. 0 1 — 2A (e 1 — 2 />* cos. 0 1 ) cos.A sin. A sin .0 cos .0 cos.»']. 
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(194). Il sera facile de s’assurer que l’équation ri — ri = o 
est impossible relativement à it'; que l’équation v'i — x'i = o 

a u’on en tirera , est encore impossible relativement à 0 : il faudra 
onc intégrer, par rapport à »', et au complément de 0 , depuis o 
jusqu’à 1 80 °. Or si on veut se rappcllcr qu’en intégrant de cette ma- 
niéré on a 


fd it' = Ÿt f d»’ sin. *i M et f d»' cos. n ' 1 = , /dm' sin. »' 

nulle aussi- bien que celles-ci: 

f dt\’ cos.»\ fd »' sin.»' cos.»' 1 , fd»' cos.it' sin. it'% 
fd»' sin. i»' 1 , fd»' cos. » ”, 

on verra aisément que 


/( ra — ri ) d»' = (P) • • • • ^ \/(e' — p 1 cos.0*) -4- 

[/rc 1 cos. A 1 -4- — p cos. A 1 ) (c 1 -t - p' — a/7 1 cos.0 1 ) 

cos. 0 1 ] , 

/(ra — ri) sin. »'</»' = o, 

f(n — r 1 ) cos.»' d» 1 = (Q)- • • • — -rrh cos. A sin. A cos.0 sin.0* 

f * — a p * cot.S* 

De plus , en faisant c 1 — p 1 cos.0 1 = l, on trouve 


y P sin.0 cos .0 tf0 = ^p pp -t- a/ic 1 cos. A* - 4 - Ç- 

. isli _1 2L ill'i 1 

■ ^ r * vv J* 


~ cos. A') 


(ae 1 ■ 


yQ cos.O’rfO = p cos.A sin. A (e 4 — e’f -4-| I 1 ) \/c. 


Ces intégrales doivent commencer au complément de 0 = o, et être 
complétés lorsque ce môme complément = 180 e : mais dans l’un et 
l’autre cas t = c 1 ; il faudra donc faire cette substitution dans les 
expressions précédentes, et prendre ensuite le double des résultats. 
En opérant ainsi , 011 aura 

Z = - J [1 -t- h •+- i — -çp (A -4- / — 3 A cos. A 1 )], 

Y = ^p De 4 sin.p sin. A cos.A, 

X = Irr D c' cos.Q cos.A sin. A, 

3 p 

(iy5). Substituons à X et Y deux autres forces X' et Y', dont l’une 

agisse 
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agisse suivant AF, l'autre perpendiculairement à cette ligne ; nous 
aurons (n* a 5 ) 

X' cos.? -+• Y' sin.? = X, 

X' sin.? — Y' cos.? — Y, 
d’où il résulte, suivant AF, une force 

X' = De* cos. A sin.A. 

Mais si, aux forces X' et Z, on en substitue deux autres qui agissent, 
l’une parallèlement à l’axe AO , l’autre parallèlement au diainctre , 
qui est la commune section de l'équateur et du méridien qui passe 
par le point G , on aura pour ces deux forces 

Z sin.A -+- X' cos. A = - 7 ^' sin.A [t + A + i — ^7 (A -f- 1 — 
Sh cos. A*)], 

Z cos. A’ — X' sin.A = ^^- cos. A [1 -+- A -4- » — ^7 ( 3 A -+- 1 — 
5 h cos. A’)]. 

Il suit de là que , pour déterminer ces attractions lorsque le sphé- 
roïde elliptique est composé de couches dont les densités et les ellip- 
ticités varient comme les distances au centre , on nommera r le demi- 
axe d’une des couches quelconques, R sa densité, p l’ellipticité de 
celui de ses méridiens dans le plan duquel se trouve le point G, a la 
somme des ellipticités du méridien précédent et de celui qui lui est 
perpendiculaire; ét ayant désigné par A, B,E, F, ce que deviennent 

fRd • r *, fRd • ffr*, fRd • or*, fRd • p r*, 

lorsqu’on y met e , A, h ■+■ i, au lieu de r, p, 0-, on aura les attrac- 
tions demandées exprimées de la manière suivante : 

^ t A -4- B - £ (E - 5 F cos. A ’) ], 

[Ah-B — £(E-H(a — ScosJOF)]. 

(196). Si le point G est à la surface du sphéroïde, on abaissera 
de ce point sur un premier méridien, que nous supposons faire, 
avec celui qui passe par le point G , un angle fi, une perpendiculaire 
p cos. A sin.fi; et du point où elle le rencontre, une perpendiculaire 
p cos. A cos. fi sur l’axe AO, qui sera à la distance p sin. A du centre A ; 
et nommant H l’ellipticité du premier méridien, I l’ellipticité de celui 
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3 ui lui est perpendiculaire, on aura, en négligeant les produits de 
eux dimensions des quantités de l’ordre des ellipticités, 

^7 = 1 — a cos. A’ (H — (H — I) sin.C’). 

Partant , B , E , F, étant du même ordre ; au lieu des expressions 
précédentes des deux attractions, on aura celles-ci: 

3 j’T * [ A -t- B — a A cos. A’ (II — (H — I) sin.£’) — 

5 r- ( E — 5 F cos. A’)], 

* [ A -t- B — a A cos. A’ (H — (H — I) sin. €’) — 

57; (E H- ( a — 5 cos. A’) F)]. 

Nous ajouterons que le sphéroïde tourne autour de l’axe AO, et nous 
nommerons <f le rapport de la force centrifuge à la pesanteur sous 
l’équateur. Ainsi la force centrifuge sous l’équateur est égale au pro- 
duit de la pesanteur au même lieu, multipliée par <f : et comme 
est déjà de l'ordre des ellipticités, on se contentera de prendre de 
l’expression de la pesanteur sous l'cquatcur, où A est nul, le terme 

jp A. On aura donc la force centrifuge sous l’équateur égale à A, 
la force centrifuge au point G égale à ^4 A cos. A; et les deux attrac- 
tions qu’exerce sur ce point le sphéroïde seront exprimées par 

(U).... i^li[A-+-B— aA cos.A’ (H — (H — I) sin.f’) — ■ 
ÏT- (E — 5 F cos.A’)], 

(V)- • • • [A -+- B — AJ'— aA cos.A’ (H — ( H — I) sin. £’) 
— jp (E (2 — 5 cos. A’) F]. 

Pour l’équilibre, la résultante de ces deux forces doit être normale 
au point G : et comme, en continuant de négliger les produits de 
deux dimensions des quantités de l’ordre des ellipticités, on peut 
supposer que la force V agit parallèlement à la sous-normalc , on aura 
pour l’expression de la résultante, ou pour la pesanteur au point G, 

(W)* • • ■ jp [A -t- B — AcT cos.A’ — 2 A cos.A’(H — (H — I) 

sin.6’) — jV. (E — 3 F cos. A’)]. 
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Mais la sous - normale est égale à p cos. A [1 — a (H — (H — I) 
sin.£')] (C. I. p. 1 63 ) ; on aura donc aussi 

U ; V ; ; p sin.A ; p cos. A [i — 2 (H — (H — I) sin. 6 ‘)]; 


partant on aura l’équation 

(K).... «TA-t-^F — a A (H— (H — I) sin.6’) = o. 


( 197). La pesanteur au pôle étant ce que devient W lorsqu’on y 
lait cos. A nul, on aura 


~ cos. A* -H y A (H — (H — I) sin.6* — 


3F-I 


pour ce dont la pesanteur au pôle surpasse la pesanteur en tout autre 
lieu ; et cette quantité sera proportionnelle au quarré du cosinus de. 
la latitude, si H = I, ou si le sphéroïde est un solide de révolution.' 
En effet, à cause de A = H — (H — 1 ) sin. 6‘, A et F ne seront 
alors que des fonctions de e et H; quant à cos. A, il ne différé du co- 
sinus ue la latitude que des quantités de l’ordre de l’ellipticité H que 
nous pouvons négliger, puisqu’il est déjà multiplié par des quantités 
du meme ordre. Dans la même hypodicsc l'équation (K) devient 


t — ail 


A -+-3T F = o, 


qui ne renferme plus aucune quantité dépendante de la position du 
point G. Si le même sphéroïde est recouvert d'un fluide de densité 
constante que nous ferons = 1, le tout formant un sphéroïde ayant 
pour demi petit axe a, pour ellipticité K; on calculera l’attraction 
du sphéroïde total, et celle du noyau, comme étant l’une et l’autre 
de dfensité 1 , la différence de ces deux attractions sera celle de la 
couche fluide. Ainsi pour trouver dans le cas présent l'équation de 
l'équilibre , il suffira de mettre dans celle qui précédé 

A -+- a* — ■ e ! , F -+• Ka 1 — He‘, K, a, au lieu de A, F, H, e; 


par ces substitutions, on la change en celle-ci: 

iqjUi (A-t-a 1 — e’J-t-^fF-t-K.a* — He s )=o, 
de laquelle on tire 


V 6 (F — HH) + 5/a* ( A + a* — **> 

_ A jV— £**) * 

Le sphéroïde total ayant l’ellipticité qu’exige cette équation , sera 

X ij 
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coupé en chacun de ses points, par la direction de la pesanteur, sous 
un angle qui ne différera de l'angle droit que de quantités de l’ordre 
du quarré des ellipticités; et par conséquent la figure de ce sphéroïde 
sera, A ces quantités près, celle que doit prendre le fluide pour être 
en équilibre. 

( 108). Ce résultat est bien conforme à ce qui est démontré par 
M. Clairaut §. XXIX de la seconde partie de la Figure de ta terre. 
Mais il n’en faut pas conclure avec lui (§. XXXVII ) que, dans le cas 
où la couche fluide seroit assez mince pour qu’on pût prendre a = e, 
on auroit aussi K = H, ou les deux ellipticités égales. En effet lorsque 
a = e, l’équation précédente devient 


qui se réduit à 


K = 


K = 


6(F— U.-*) 4- S/f-A 
10 t* A — (te* 

6 H (P — » ) -f- 5 / D 
10U — 6 



lorsque le noyau est homogène. Si dans celle-ci on fait H = K, on 
en tirera K = , formule où n’entre pas le rapport des densités 

du fluide et du noyau, et qui ne donne que la figure d’un sphéroïde 
homogène. Mais revenons au sphéroïde recouvert d’une coucne fluide 
de densité constante. Dans ce sphéroïde l’excès de la pesanteur au 
pôle, par-dessus la pesanteur à l’équateur, est égal à 

— I 5 ( A-t- n’ e 1 ) 3- ? J. 


En divisant cette quantité par la pesanteur à l’équateur, ou simple- 
ment par jj; (A H- a 3 — e 3 ), on a 


5a* 

qui devient, lorsque a — e, 

S' -4- 3 K — -f- • 


F+ K a* — H.‘ 

A + a‘ — «* » 


F+{X - )t)r» 
e*À 


Mais lorsque a = e, F ~ l ~ ; donc le rapport en 

question est égal à ; <f — K. Si tout le sphéroïde avoit été supposé 
homogène, J' seroit les | de son ellipticité; donc le quotient de la 
quantité, dont la pesanteur au pôle surpasse la pesanteur à l’cqua- 
teur, divisée par la pesanteur à l’équateur, est égal au double de 




>og!e 
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l'ellipticité qu’auroit le sphéroïde s’il étoit homogène , moins celle 
qu'il a effectivement. 

(199). Nous ajouterons que le même sphéroïde est encore recou- 
vert d’une masse fluide de densité variable, et que le point G est pris 
dans l’intérieur de cette masse. Alors si nous nommons b le demi-axe 
du sphéroïde total, h son ellipticité, 1 le demi- axe de la couche qui 

£ assc par le point G , <r son ellipticité , A sa densité , il faudra faire 
:s substitutions convenables dans l’équation 


iT.A-^ + ^F = o, 


Mais auparavant convenons de désigner par A' et B’ ce que devient 
f Ad - r, lorsqu'on fait / = b , et lorsqu'on fait c = a; par F', G', 
ce que deviennent f Ad • a 1', f A d a-, la première lorsqu'on fait 
t = a et a = K, l’autre lorsqu’on fait / = b et 0- = h. Cela posé , 
le premier terme de l’équation ne provenant que de l’attraction sous 
l’équateur, il suffira d’y substituer à A, 

A-+- a» — e »- 4 -A'— B'; 


dans le second terme , il faudra substituer â A , d’abord A-t -a 5 — e J 
qui provient de l’attraction du noyau et de la couche fluide de den- 
sité 1 , puis /Ad • r 3 — B' qui provient de l’attraction de la masse 
fluide de densité A terminée par la couche qui passe par le point G ; 
pour les mêmes raisons, il faudra substituer à F, 

F-t-Ka’- He s + / Ad • <r{* — F'. 


Il nous reste à calculer le terme qui provient de l’attraction dé l’orbe 
terminé du côté du centre par la couche qui passe par le point G : 
or, comme dans ce calcul ou pourra supposer t constant, il suffira de 
diminuer la quantité que nous nous proposons de substituer à F de 
t 5 (y Ado- — G'). En faisant donc , pour abréger, 

A — B'-t-a 3 — c 3 = a' , a'+A'= b’, 

F — F’ + Ra*- He 5 =/', 

nous aurons l’équation 

t £ r t'—\*t'{a' + fAd. *’)-*-■§- (/' + /A d.rO-H 
■j- t* (G' — f Ada) — o. 
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Cette équation différentiée une première fois , donne 

(a' -f- fld • /’) - 4 - /A da = G' - 4 - 

si on la différentie une seconde fois, en faisant dt constant, il en 
résultera l’équation du second ordre 

#*</* r — 6 »<//* j A (ttt r -f- , 

6l*dt a’ -f- J'&d.l* 

Celle-ci étant linéaire par rapport à c, on en pourra tirer dans beau- 
coup de cas la valeur de <r, lorsque A sera donné en fonction de t. Si 
c’est la loi des ellipticités qui est connue, il sera toujours possible 
d’en conclure celle des densités. 


(200). Lorsque a' = o, ou lorsque le sphéroïde est une masse 
entièrement fluide composée de couches ae différentes densités , 
cette équation est celle que M. Clairaut a donnée page 276 de la 
Figure de la terre. En prenant A = t‘, on la réduit à 


rf* r /•. 0\ . • r 

— -+-2(i-+-3) 7ï7 -H2«-=o, 


à laquelle on satisfait en supposant a = r", n étant donnée par 
l’équation du second degré 

n' -4- ( a i -4- 5) n -H 21 = o. 


Maintenant si l’on désigne par n’ l’une des valeurs de n, savoir 


l’autre sera — n 1 — 


-*-*/(!* -t-3 £-§-*), 
2 / — 5 ; 


et la proposée aura pour intégrale complété 

<r = €t n '- f- yt — ** — 5 , 

€ et y étant les constantes arbitraires. 


Mais i doit être négatif pour que les densités diminuent du centre 
la surface, conformément aux loix de l’hydrostatique: donc n' est 


positif, et l’autre racine négative : et comine il ne peut pas entrer 
clans la valeur de a de terme où t ait un exposant négatif, puisque 
ce terme donneroit de très grandes ellipticités pour les couches voi- 


sines du centre , ce qui seroit contraire à la supposition sur laquelle 
tout ce calcul est fondé ; il s’ensuit que a = S t*' est la seule valeur 
qui convienne au problème. On la substituera dans la première équa- 


) 
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tion du n* précédent, après y avoir fait les réductions nécessaires, et 
on en tirera 


T G' H- xrt A' = o ; celle-ci donne 6 = — — , • ' H ~" 

5 iO* ah' i-f 3 


Mais 


donc = 


5 / 

TTZ 


(t)". 


où tout est déterminé. 


Voici la conclusion que M. Clairaut en a tirée : Une masse sphé- 
rique composée de couches fluides, dont les densités diminuent du 
centre à la surface, comme une puissance t de la distance à ce centre, 
changera de figure en vertu de la rotation et des forces d’attractions 
mutuelles de toutes ses parties ; et étant parvenue à l’état d’équi- 
libre , elle prendra celle a’un sphéroïde dont les couches , aux quan- 
tités près ae l’ordre du quarré des ellipticités , seront des surfaces 

d’ellipsoïdes ayant des ellipticités telles que <r — ~ (a , + t) , le rayon 

de la sphere primitive étant pris pour l’unité, et n' étant égal à 
— i — I -t- \/( t 1 -t- 3 1 -t- 7) , pourvu qu’à l’équateur la force cen- 
trifuge soit très petite relativement à la pesanteur. 

(aoi). Nous pourrons encore supposer le point G dans l’axe AD; 
alors le plan BAD n’étant plus fixe, il faudra tout rapporter à un autre 
plan dont la position soit donnée. Mettons qu’il coupe le premier 
dans la droite AK. (Jig. XI V) ; et nommons p. la longitude au point 
G par rapport à lui, ou l’angle que ce plan fait avec le plan BAD ; 
fi -t- a la longitude du point Z ; les distances AG, p, XL , r; les an- 
gles KAG, A, KAZ, Ç. Nous aurons 

MZ = R sin.MAZ, 

AM = R cos. MAZ , 

PM = R cos. MAZ sin.DAM, 

AP = R cos.MAZ cos.DAM; 
partant ( n° 1 6 y ) , 

r sin.8 = — R sin.MAZ, 
r cos. 8 sin. » = — R cos.MAZ sin.DAM, 
p — r cos. 8 cos. a = R cos. MAZ cos.DAM. 

On en tirera d’abord 

R ' — p* — 2 pr cos. a cos. 8 -t- r’, 
et , résolvant l’équation du second degré , 

f — p cos.i cos.8 ± — p*-t- p' cos. a’ cos. 8'). 
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Si le corps différé infiniment peu de la spliere, et que le point G 
soit à sa surface; en nommant e le rayon de la sphere, et désignant 
par a une quantité très petite , on pourra prendre 

p = e (1 - 4 - <t/n ), R = e(i + aRi), 

pi et R i étant deux fonctions pareilles, l’une de A, p, l’autre de 
g, p. -+- «. On aura 

■L = (i -+- api) cos.ti cos. 8 ± v/[(i -t- api ) , (cos.lt’cos.8• — i ) 
-t- (î -+- «Ri) 1 ]; 

et négligeant dans le développement du radical toutes les puissances 
de * supérieures à la première , 

-£■ = (1 -+- a/n) cos. » cos. 8 ^[( i-i- a/?r)cos.» cos. 8 — 

Comme le point G est à la surface du sphéroïde, il suffira de prendre 
une des valeurs de r (n° 1 68 ). Or en adoptant le signe — , on a 

r_ «(;»i —Ri) . 

e tua.» tot.i * 

ce qui demande que la distance entre les points G et Z soit tou- 
jours très petite. Cette supposition ne pouvant point être admise , 
on prendra 

— = 2 ( 1 -Un I ) cos. * COS. 8 — a P ' ~ Bl . 

• ' 7 CUMCOt.i 

(202). Les formules du n° 169 deviendront 

Z = eD ffl 2 (1 -t- api ) cos. « cos. 6’ — sin.8 d nd 8, 

Y=eD/yO (1-+- api) cos.» cos. 8’ — * <P ‘ 0 7 , n ' ] *“>•» cos.8t/»</8, 

X= eDjy[2(i-h api) cos.»cos.8’ — * f '’ t ' i) 7. Rl> ] cos.»cos.8</»rf8. 

Ces intégrales doivent être prises depuis » et le complément de 8 
nuis, jusqu’à ce que ces memes angles soient égaux à 180° : c’est 
pourquoi, ayant intégré par rapport a », on effacera les termes qui 
seront multipliés parle sinus ou le cosinus de cet angle, et on mettra 
-j- pour ». On trouvera de cette maniéré 

ff cos.» sin.8 cos.8’rf»£/8, ffûn.n cos.» co s. 6 'drd 6 , nulles; 
puis ff cos.8ff»t/8 = -j sin.8, 

car 
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car elle doit être nulle lorsque 0 = o ; on la complétera en faisant 
6 = 90% et en prenant le double du résultat ; ce qui donnera 

ff cos. 0 /irr /0 == TT. 

Pour les mêmes raisons on aura 


y/cos.» 1 cos.Q'dndQ = ÿ ; 

et, à cause de 

/ </• ii i + »in,» r<l»s in.» I 

= “ lO". , / ; = IOC. COS. 9 . 

eus. ■ 2 o » — sut. ■ ’ J lut. a O 1 

on trouvera que celles-ci 

ff±Ldnd6, ffÙLl^ldwdi, 

J J cus.a 1 J J eut.» * 


doivent être nulles. Ainsi puisque p 1 ne peut renfermer ni h ni 8, les 
équations précédentes se réduiront à 

Z = «cD ff Ri ^ 1 » t/8, 

Y = *eD//Ri dnd 8, 

X = ^ 2 . ( a — api) aeD //Ri cos. 8 dnd 0 . 


On peut transformer 

ff Ri jjbj- dtid 6 en — cos .0 /(Ri — p 1) 


d a 

eut- a 


ff" 


Il R' 


1 cos. 5 


diu/8 en sin.0 /Ri dti — J f 


1/R1 tin. a vin . 3 
d$ eus.# 


dtidO, 


ces intégrales étant prises de maniéré à devenir nulles lorsque 0 = o; 
on les complétera en faisant 0 = 90% et en prenant le double du 
résultat : mais alors Ri = pi ; ce qui rend nul le premier terme de 
la première ; le premier terme de l’autre le deviendra aussi , puisqu'il 

sera multiplié par J d »r ; ainsi nos deux premières équations 
deviendront 

Z = «cD f f d 4 l- — t/at/8, 

JJ «Ô cos.a ’ 

X = — aeD f dtdi. 

JJ al 1 cus.t 

(2o3). Nous supposerons que Ri est une fonction quelconque de 
£ et <a, cette supposition est la plus générale qu’on puisse faire; et 




170 ' ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

nous chercherons les valeurs de ces angles en » et 0. Pour cela nous 
abaisserons ( fig . XIV) des perpendiculaires ZT, PO, sur AK, et 
une autre perpendiculaire MQ sur PO. Nous formerons de cette ma- 
niéré les triangles rectangles ZTA, AOP, MQP, qui donnent 

ZT = R sin.^*, AT = R cos.(\ 

AO = x cos. A = (/; — r cos.0 cos.») cos. A, 

MQ = y sin.A = — r cos.0 sin.» sin.A: 

mais MQ = OT; car si je tirois MT, elle seroit aussi perpendiculaire 
sur AK ; de plus AT = AO -t- OT ; donc 

R cos.^ = p cos.A — r cos.0 cos. (A — »). 


Nous remarquerons encore que l’angle ZTM étant égal à e » , on a , 
à cause du triangle rectangle ZTM, 


sin. o> 


7.M — r sin. 9 

Zf R sin.f * 


Cela posé , comme Ri seul renferme ai, dans les formules X, Y, Z, 
et que cette quantité y est déjà multipliée par a, on pourra négliger 
dans les valeurs de o>, les termes de l’ordre a; il suffira par consé- 
quent de prendre 

cos.^ = cos.A — a cos.0’ cos.» cos.(A — »), 
sin. ai sin.^ = — a cos.» cos. 8 sin.0. 

Maintenant pour exprimer que Ri est fonction de ai, qui eux- 
mêmes sont fonctions de A, », 0, nous écrivons 


</Rl //Rl d Ç JRl dm 

~7ÎT J { cTT dm c/a * 

c/R l d R » d { t c/R i dm 

du d£ î» dm 77 * 

c/R > </R i dt d Ri dm 

1T dl di dm d9 * 

«të qui pourra fournir quelque autre moyen de déterminer Z, Y, X. 
Imaginons que ces formules ont entre elles quelque dépendance ; 
qu’il y a , par exemple , entre X et Y une certaine relation renfermée 
dans l’équation 

■jj- — t- £Y := eteDB, 
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B et 6 étant des indéterminées qui ne dépendent que de la position 
du point G ; on aura 

- f Ht ♦// ÿ) - £ ('“• È - 

e ^ë)] «f.*- B- 

Or si l'on fait 

cos. 8 ÿ- — € = n ÏO 

U K CÜA.I U 3 B * ’ f 


COS. 


f> tin » »inj </• _ n «'* 

37 — 6 "7 m .. 3Ï = 11 37’ 


(K), 


n étant une indéterminée absolument indépendante de », le terme 
affecté du double signe d’intégration deviendra 

qui étant intégré , par rapport à » , depuis » = o jusqu’à » = 180*, 
est nul, puisque Rt devient p 1 dans l'une et l’autre hypothèse. Par- 
tant on aura 

» J p' . 

— ~ 7 — * 


et il ne sera plus question que de déterminer € et n de maniéré que 
les équations (K) soient identiques. 

(204). De cos.^* = cos.A — 2 cos.8 1 cos.» cos.(A — ») , on tire 

sin £ j 7 = sin-* — 2 cos.8 1 cos.» sin.(A — »), 

sin.^" = — 4 cos.8 sin.8 cos.» cos.(A — »), 

sin. £ d = - — 2 cos.8 1 sin.» cos. (A — ») -f- 2 cos. 8J 1 cos. » sin . (A — »). 

Ces substitutions étant faites dans la première des équations ( K ) , 
elle devient 

sin. A — 2 cos.8 1 cos.» sin. (A — ») -f- 4 G sin.8 1 sin.» cos. (A — ») 
= — 2Ü cos.8 [sin.» cos. (A — ») — cos.» sin. (A — »)], 

où il faudra mettre pour 2 sin.» cos.(A — »), 2 cos.» sin. (A — »), 
leurs valeurs 

sin. A •+• sin. (2» — A) , sin.A — sin.(2» — A) , 
afin de la changer en celle - ci : 

Yij 


1 
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sin. A — cos. fl’ [sin. A — sin.(2» — A) ] -+• 2 G sin.fl’ [sin. A -+- 
sin.(a# — A)] = — 2Ü cos. 8 sin. (2» — A), 

qu’on rendra identique en prenant 

S = n = >■_ 


Mais, à cause de sin.^ sin. a = — 2 cos.» cos. 8 sin.S, on a 

dm a • * co*.£ d ? 

cos .eo-r- = 2 cos. w cos. 0 sin.0 — . 

dk m».f • dk * 


COS.ùt 

COS.Û» 


d m a c O' » 

?î »in.^ 


(sin.0 J — cos. 8’) 2 cos.» cos.0 sin.8 


dm a tin.» »m 3 ctw.S 

d» ” sin. ^ 


2 cos. » sin. 8 cos. 6 FpJ. 

*m. </■ y 


cos f d ( 
sin. (• dj * 


qui, étant substituées dans la seconde des équations ( K), la changent 
en la première ; les mêmes valeurs de G et n les rendront donc l’une 
et l’autre identiques. Ainsi nous aurons entre X et Y l’équation 


(O 


dx 

d \ 


— -:y- 4 - 


Tf 

T 


«D 


dp i 
dk 


o: 


elle a été donnée par M. de la Place dans les Mémoires de F académie 
des sciences pour 1775 ; il en avoit trouvé une analogue, pour les 
sphéroïdes de révolution, dans le second volume de 1772. O11 l’en 
déduit aisément en prenant 


P = 


e ( 


î-l cos. A ) , 




où V ; e cos. A désigne une fonction quelconque de e cos. A ; car on 
tire de là 

— — e sin. A p' l e cos. A. 

t 

Il s’agit maintenant de trouver la relation qui peut exister entre X 
et Z; M. de la Place y parvient de la maniéré suivante. 


(2o5). Si l’on prend à la surface du solide (Jig. X 1 V\ et dans le 
plan BAD,un point g infiniment près du point G, on auraGA# = <Z\; 
et si on convient de représenter par 'X et 'p 1 ce que deviennent X 

et p 1 à ce point G, il sera facile de voir que x et ’ p ' ~ p 1 

ne sont autres choses que ^ et Ainsi on peut tirer de l’équa- 
tion ( 1 ) 

'X — X — 5 Y d A -t- <*D('pi — p 1 ) = o. 
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Imaginons ensuite, toujours à la surface du solide , et infiniment près 
du point G, un autre point g' dans un plan perpendiculaire à BAD, 
et qui le coupe dans la droite AD ; en nommant r/A' le petit angle 
g' AG, X'ctp'i ce que deviennent X et p 1 au point#', nous aurons 

X- X ; Zl/A' — f- — ttD (p 1 1 — p J ] O. 

Mais en abaissant des perpendiculaires g'm, g'c, sur AD et AK, on 
verra que g' tm — dp. De plus les triangles rectangles g'm A, g' m t, 
donnent g' m = Ag' d*! , g' m = g' c . dp-, et, a cause de tg' = 

A g' • sin.KA#', ils donnent sin.KA#' = Enfin on tirera de 
deux équations du n° 2o3 , 

cos.KA#' = cos. A (1 — 2 cos.#' GA’), 
sin.KA#'d/u = — 2 cos.#'GA sin.#'GA, 
et en éliminant #'GA, 


dp . 5 cos. A’ cos.KA#'’ = sin.KA#' 1 — sin. A’. 


Donc sin. KA#' difTere de sin. A d’un infiniment petit du premier 
ordre ; et comine Z est déjà de l’ordre a , on pourra mettre dans 
l’équation dont il s’agit dp sin. A pour dA\ Mais lorsque les sinus 
different d’un infiniment petit du premier ordre , les angles ne diffe- 
rent que d’un infiniment petit du second; on pourra donc regarder 

KA#' et A comme des angles égaux, et mettre ^ , au lieu de 
, F ' 7 h . P ~- Ainsi il faut conclure de ce qui précédé, qu’on doit 
avoir entre X et Z l’équation 


(a) 


dX 

7Ï 


ire 

~T 


a D 


dpi 

dp 


O. 


(206). Supposons que le corps ait un mouvement de rotation au- 
tour de l’axe AK, et nommons a./ la force centrifuge au point où 
A = 90°; nous aurons, en abaissant une perpendiculaire GF sur AK, 
et supposant qu’elle devient = e lorsque A = 90°; nous aurons, 
dis-je, e 1 GF ; a/ ; à la force centrifuge au point G qu’on trouvera 

= a/sin.A • (1 H- api) = af sin. A, 
en négligeant les termes de l’ordre a*. Ayant pris sur GF une partie 
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(if = — <tf sin.A , on abaissera une perpendiculaire f h sur AG, 
elles triangles semblables Ghf, GFA, donneront 

Gf\fh\ G h ; ; 1 ; cos.A ; sin.A. 


On mènera ensuite une tangente GL à la section déterminée par le 
plan KAD ; et parccquc tang. AGL = , d’où l'on lire 


sin.AGL 


p fix 

V Kp'd a*H- dp') » 


on aura, en négligeant les quantités de l’ordre a*, sin.AGL = i 
et on pourra prendre GL pour être parallèle à f/i. On pourra donc 
décomposer la force centrifuge au point G en deux autres, l’une dans 
la direction de AG, et = — af sin.A 1 , l’autre dans la direction de 
GL, et — <*./ sin.A cos.A. On mènera encore par le point G une 
tangente GI à la section déterminée par un plan perpendiculaire à 
KAD, et qui le coupe dans la droite AD; et on supposera que toutes 
les parties du solide sont animées par des forces qui , décomposées 
suivant GL, GI et GA, donnent a. M, a N, al 1 ; il ne sera plus 
question ensuite que de décomposer X, Y, Z, dans les mêmes direc- 
tions. 


(207). La force X, décomposée comme nous venons de le dire, 
donne , dans la direction de GL, X cos. AGL , et dans la direction de 
GI, X sin.AGL cos. AGI, où, en négligeant les quantités de l’ordre 

sin.AGL = 1, cos. AGL = — a . 

à k 


En menant une tangente GH à la section déterminée par un plan 
perpendiculaire à BÂD, et qui le coupe dans ta droite GF, on for- 
mera l’angle HGF qui a pour tangente -/'"—f ; , et pour cosinus 
— a ~ , pareeque A ne varie point dans le plan dont il s’agit : de 
plus 

cos. AGI I cos. HGF 1 1 1 ! sin.A ; 


donc la force X donne , dans la direction de GL, — «X — , et, 
dans la direction de GI , — J -Ç-, 

1 ftltl. A (tu 

Nous avons vu dans le numéro précédent , qu’aux quantités de 
l’ordre &' près, on pouvoit regarder GL comme perpendiculaire à 
AG, et supposer par conséquent que Y agit toute daus la direction 
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de GL. On supposera, pour les mêmes rabons, que Z agit toute dans 
la direction de GI ; et on aura 

suivant GL, la force a, (M -f- / $in.A cos. A — X h- Y, 

suivant GI , la force « ( N — -+- Z. 

Or, comme il suffira de prendr e pour X , J K , on aura , dans le cas 
de l’équilibre , 

( 3 ) a (M -+- f sin.A cos.A — h- Y = o, 

<0 "(N-Kr $) + *-«• 

( 208 ). Le point G est animé , suivant GA , par la force 
X -H « P — af sin.A *, 

qui ne différé de la résultante des trois forces, suivant GA, GL et GI, 
que de quantités de l’ordre a.' ; on aura donc, en nommant g la pe- 
santeur au point G, 

g = X -f- a ( P — /sin.A 1 ). 


On différentiera cette équation successivement par rapport à A et p, 
et on en tirera 

77 = 77 “ (77 — 2/sin.A cos.A), 

= + 

d h é/JL ^ dfA > 

où il faudra mettre pour 77 , 77 > leurs valeurs, tirées des équations 
(1) et (a), et il viendra 

^ = r ï ' t ' a (s — a/ sin.A cos.A — 7 ) 1 

£ %). 

Si dans celles -ci l’on met pour Y, Z , leurs valeurs , tirées des équa- 
tions ( 3 ) et (4), on aura 




rfx a a * a n a /• 

Mab = suit donc de ce qui précédé, que 

dg = a ( d P -t- -7 fd • cos. A 1 ) j- ( M d A H- N sin. A • df». ). 
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Ainsi pour que l’équilibre soit possible, il faut que M</A-f- N sin. A • du 
soit une différentielle exacte ; nommons- la dt, et nous aurons 

g — const. H- a (P — T ^ T / C0S<A ’)> 

équation qui renferme la loi de la pesanteur à la surface du solide. 
Enfin les forces M, N, P, étant milles, si nous désignons par g 1 la 
pesanteur à l’équateur, où A = 90°, nous aurons 

g= g 1 -+-!«/ cos. A 1 ; 

et si nous supposons , ou , en négligeant les quantités de 

l’ordre **, égal à nous aurons 

S- = i -4-! <* cos. A*. 

** 

Donc i*. la pesanteur diminue, en allant du pùlfc vers l'équateur, 
comme le quarrc du sinus de latitude; 2 0 . la pesanteur au pAle esta 
la pesanteur à l’équateur, comme H-{«<T ! 1 : et ces propositions 
sont vraies, quelle que soit la figure du solide homogène en équi- 
libre, pourvu qu'il différé infiniment peu de la sphere. 
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Des changements qui peuvent arriver à la figure, des 
corps par leur action mutuelle. 


(209). Nous nous occuperons principalement dans ce cliapitre 
des questions relatives à celle du flux et reflux de la Mer; et nous 
supposerons d'abord que la Terre soit un globe solide compose de 
tranches de différentes densités, et recouvert d'un fluide homogène, 
dont la hauteur soit très petite par rapport au rayon de la Terre ; que 
les parties du globe et du fluide s’attirent mutuellement et soient 
attirées par le Soleil et la Lune , que nous regarderons comme immo- 
biles, la Terre elle- infime n’ayant d’autre mouvement que celui au- 
tour de son axe ; qti’en vertu de toutes ces forces la surface du fluide 
devienne celle d’un sphéroïde elliptique dont 011 déterminera les 
dimensions par les méthodes du chapitre précédent : alors (_//$-. AK) 
l'astre qui agit étant dans le prolongement du rayon CB , si 011 coupe 
le sphéroïde par deux sections perpendiculaires entre elles a b C, 
a' b C, et qu'on nomme le rayon CB delà sphere, a; le demi-axe C b 
du sphéroïde, e; le demi -diamètre Ca, e ( 1 — h); le demi -dia- 
mètre Ca\ e ( 1 — /) ; les ellipticités h et i étant assez petites pour 
qu’on en puisse négliger les secondes puissances; 7 r le rapport de la 
circonférence au rayon ; on aura, pour les solidités de la sphere du 
sphéroïde (n° 188) , 


et (1 — A — 0 ; 


et comme ces solidités doivent être égales entre elles, on en tirera 


~r = 1 -4- h -+• i, ~ = 1 -+- 


* -»- * 


Partant 


. a A — i Ail * 1 — h f A + i 

Aa = a — -, — , A' a' = a — 5 — , Bb = a -3—; 


d’où il suit que la hauteur à laquelle monte l’eau autour de la ligne 
qui passe par les centres de la terre et de l’astre, est égale à la somme 
de ce dont elle descend aux points A et A', distants entre eux ot 
éloignés du point B de 90°. 
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(210). Si on imagine une autre section quelconque hbC faisant 
avec la section aAC un angle y, on aura 


C !i — e 1 [1 — ai — 2 (h — i) cos.>’]; 

de plus ayant tiré CN7, et une perpendiculaire QNP à l’axe Cb , ou 
pourra regarder l’angle Qr/N comme différant peu d’un angle droit , 
et les deux triangles Nr/Q, N PC comme étant semblables, d’où 

l’on tirera N q = Mais, nommant l’angle NCP, 6, les pro- 

priétés du cercle et de l’ellipse donnent 


NP = a sin.£, 

QP == a [ sin. 6 -t- 


h / — 3 (/ + ( A — /), f o*. y. * ) %in 
i »iu.C 


•]* 


et par conséquent 


N <7 = a — (i -t- (/* — 1 ) • cos. y*) sin.6']. 


Ainsi ôtant Nq de lié, on aura, pour la différence des hauteurs de 
l’eau , 

a [1 -t- (A — i) • cos.>‘] sin.6‘ ; 


d’où il suit que les quantités dont l’eau baisse dans une même section 
sont proportionnelles aux quarrés des sinus des angles 6, et par con- 
séquent aux quarrés des sinus des angles horaires , si cette section est 
l'équateur du sphéroïde. Nous n’avons considéré qu’un seul astre ; 
pour calculer l’action des deux, nous supposerons qu’ils agissent in- 
dépendamment l’un de l’autre, c'est-à-dire que nous négligerons 
les petites différences qui proviennent de la combinaison des deux 
forces. De cette maniéré, en nommant II, I, 6 ' , y', les quantités 
relatives à h, i, G, y , et qui conviennent au sphéroïde produit par 
l'action du second astre, nous aurons, pour la hauteur de l’eau à un 
point quelconque, 

a — (ï -t- {h — f) • cos.>’) sin.ff 1 , 

— (I -+- (H — I) cas. y' 3 ) sin.ê' 1 ]. 

(211). Premièrement, pour déterminer la hauteur de l’eau dans 
une section quelconque, lorsque les deux astres sont dans le plan de 
cette section, on fera y et y' nuis dans la formule précédente, et on 
aura 

a -t- ^ — h sin. €' — H sin. C'*]. 
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Nommons <p la distance des deux astres vue du centre de la terre ; 
à cause de 

sin.£' = sin.p cos. G cos. p sin. G, 

sin.£' 1 = sin.ip’-t- cos. 2 <p sin.C 1 dr sin.a<p cos.£ sin.£, 


la formule précédente se changera en celle-ci : 

a -+- 11 y - — H sin.sp 1 — (A -t- II cos.ap) sir.C 

rt H sin. 2 <p cos. G sin. G ]. 

Pour trouver le maximum ou le minimum de cette quantité , on la 
différcntiera en 11e faisant varier que G, et on aura 

2 (A -+- H cos. 2?) sin.ff cos.6 dt H sin.3? (cos.S 1 — sin. 6’) = o, 


d’où il sera facile de tirer 

tang. 2 £ = 


H sin. a • 

-f- H eu» a » * 


Mais la tangente d’un angle est encore celle de cet angle augmenté 
de la demi -circonférence ; donc si pour l’angle £ la mer est la plus 
haute, elle sera la plus basse pour l’angle G -+- 90°; elle sera la plus 
haute pour l’arc G -t- 180°; et la pins basse pour l’arc G -f- 270°. En 
différentiant l’expression de tang.2^, on trouve 

A cos. 2 <p -4- H = o , ou 

co,. = ± v /(i^),sin. 9 = d= v /(ii- H ); 

c’est la valeur de l’angle <p pour que G soit un plus grand. En suppo- 
sant que les deux astres agissent avec des forces égales, on trouvera 
A = H , et <p — 90°; mais la force de la lune étant beaucoup plus 
considérable que celle du soleil , on doit avoir <p moindre que 90° ; il 
serait = 46°, si la force du soleil étoit assez peu considérable pour 
pouvoir être négligée vis-à-vis celle de la lune. Donc lorsque G est 
un plus grand, l’angle ? est nécessairement moindre que 90% et plus 
grand que 45 ° ; alors on a 

sin.£ = dV(T-^^> 

(21a). En regardant A et i comme différant assez peu pour 
pouvoir négliger A — i, la hauteur due à l’action de la lune seule 
*= a [A cos. £‘ — , et la distance au centre de l’ellipsoïde 

Zij 
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= b -H ah cos.fi 1 , dans laquelle b est le plus petit diamètre, ou 
a ( i — y Mais si l’on nomme le complément de la déclinaison 

de la lune, tf ; le complément de la latitude du lieu, A; l’arc de l’équa- 
teur, compris entre les cercles de déclinaison et de latitude, s\ on 
aura un triangle sphérique qui aura pour côtés rf, A, fi, et l'angle s 
compris entre les côtés a et A ; on en tirera 

cos.fi = sin.A si n.d cos .s -+• cos. A cos .d. 

Par cette substitution la formule précédente deviendra 

(u) b -t- ah (sin.A sin.rf cos .s -t- cos. A cos.rf) 1 ; 

où il faut remarquer que s variant seul, u sera d’autant plus grand 
que s sera plus grand, ou que cos. s approchera plus de l’unité. Je 
aiiférentie cette quantité en faisant varier s, et je trouve 

(sin.A sin.rf cos.i -H- cos. A cos .d) sin.i = o, 

dont les deux racines 

• . COS. A COS .d 

sm.s = O, OU COS. J == 1, et COS.S = — — — y J 

1 ' sin.A sm.tf 1 

donnent , l’une le maximum , l’autre le minimum. La différence 
entre la plus grande et la moindre valeur de u, ou la hauteur de la 
marée, sera donc 

a/i (sin.A sin.rf -+- cos. A cos .rf) 1 , 

qui elle - même est un plus grand lorsque la déclinaison de la lune 
est égale à la latitude du lieu. D'où il suit que si la déclinaison de la 
lune étoit nulle, ou si cet astre restoit dans le plan de l’équateur, les 
hauteurs des marées seraient comme les quarrés des sinus des dis- 
tances au pôle. Voilà pour la marée qui répond au passage supérieur 
de la lune par le méridien; pour trouver celle qui répond au passage 
inférieur, nous ferons dans u, cos. a = — î , et nous trouverons pour 
k hauteur de la marée cette expression : 

a/i ( — sin.A sin.rf -t- cos. A cos.rf)*. 

(2i3). Daniel Bernouilli appelle la première, marée de dessus , 
l’autre, marée de dessous; et d remarque que les marées de dessus 
sont égales à celles de dessous lorsque la déclinaison de la lune est 
nulle ; que, pour les pays septentrionaux, les marées de dessus sont 
plus grandes que celles de dessous, lorsque la déclinaison de la lune 
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est septentrionale , et plus petite, lorsque cette déclinaison est méri- 
dionale ; que la différence de deux marées d’un môme jour 

= 4 a sin.A cos. A sin .d cos. d ; 

que la hauteur moyenne des deux marées 

— ah (sin.A 3 sin.r/' -+- cos. A* cos .d 1 ), 

quantité qui est constamment la môme à la latitude 45°, puisqu’elle 
devient 

— (sin.d 1 -+- cos .d') = — . 

Au reste toutes ces questions seront résolues d’une maniéré plus gé- 
nérale en prenant pour la hauteur de l’eau 

a -f- — - — (i -+- (/t — i) • cos.}-’) sin.6’ — 

( I — t- (H — I) . cos.y'°) sin. 6'’] , 

et remarquant ensuite que si on nomme < p la distance de la lune au 
soleil, vue du centre de la terre, on a, en comptant les angles y et 
y 1 de la section qui passe par ces deux astres, un triangle sphérique 
dont les côtés sont # , 6, ë\ et dont les angles, qui comprennent le 
côté #, sont y et 180° — y 1 . Ce triangle donne 

t »iw.C sin .y 

n S-> siii.C cus.y cos.# — cus.C sin.# 1 

cos. S' = sin. € cos .y sin.# -t- cos. G cos.#: 
on a de plus 

cos.£ = sin.A sin.d cos.r -t- cos.A cos.d- 

et nommant le complément de la déclinaison du soleil, D; l’arc de 
l’équateur compris entre ce cercle et celui de latitude, S ; 

cos. G’ — sin.A sin.D cos.S -t- cos.A cos.D. 

Au moyen de ces formules on déterminera plus généralement que 
nous venons de le faire toutes les circonstances des marées ; mais 
supposant toujours que les deux astres qui agissent sur les eaux de la 
mer sont sans mouvement ; que leurs actions peuvent être regardées 
comme indépendantes ; suppositions trop éloignées d’ôtre vraies 
pour qu’on doive s’en contenter. Nous nous proposons donc de déter- 
miner dans les articles suivants les oscillations des eaux de la mer, en 
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ayant égard au mouvement de rotation de la terre, et au mouvement 
du soleil et de la lune dans leurs orbites. 

(214). Toute cette théorie doit se déduire des équations géné- 
rales du mouvement des fluides dont nous allons nous occuper. Si le 
fluide est en mouvement, à chaque instant il passera par le point Z 
{fi g. XIII) une nouvelle molécule. On ne pourra plus regarder 
(n°‘ 176, 177, 178) la pression, la densité, et les dillcrentesTorccs 
qui agissent, comme n’étant fonctions que des trois co- ordonnées 
x, j, z, mais comme devant aussi renfermer le temps t. Les vitesses 
de la molécule, parallèlement aux trois axes AD, AB, AC, vitesses 
que nous désignerons dans la suite par v, u , tv, seront de même 
fonctions de x, y, z et c. Nous supposerons qu'à la fin du temps de, 
la molécule a passé en Z' pour y former un nouveau parallélipipede, 
que nous ne regarderons comme rectangle , que pareequ’il est facile 
de s’assurer qu en le calculant dans cette supposition l'erreur ne peut 
jamais être qu’un infiniment petit du second ordre. Or en se rap- 
pellant que l'espace parcouru pendant le temps de, dans une cer- 
taine direction, est égal à udt, si u est la vitesse dans la même direc- 
tion , on verra aisément qu’on doit avoir 

AP' = x -t- ndf, P'M' =y -+• vdt, M'Z' = z -4- wdi; 

et que par conséquent la formule du n° 1 67 donne , pour le volume 
de la molécule qui est en Z’, 

L dw » / du dv dn dv\ dw » Sd\> du ». . , du » v 

7ï dt — dt' + ^dt {-j-dt' + ix+rJO 

s«<O + (l + ^0 (O O U-*-1çdt) - 

TZïjdi)] dxdydz ; 

expression qu’on réduit à 

( 1 (£ -+- IJ ■+■ Tl) dxdydz; 

en négligeant, comme cela doit être, les quantités infiniment petites 
du second et du troisième ordre. 


(ai 5 ). Si le fluide n’est pas susceptible de compression , les deux 
parallélipipedes doivent être égaux, et l’on a l’équation 


<0 


dn 

dx 


d «* 

<r 


dw 

17 


O. 
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Supposons-le compressible, et nommons D' la densité au point Z'; 
nous aurons 


T'y! T\ JD J / JD JD JD y » 

D — D = ÜT dt -+■ u ■+■ IJ v ■+■ «0 dt > 

car, comme nous l’avons déjà remarqué, udt, vdt, wdt, sont les 
incréments que prennent x, y, z, dans le passage de la particule de 
Z en Z'. Mais les densités étant réciproquement comme les volumes , 
on a 


D '1 D; \ dxdydz \ (i 
partant 




JD au . au . au tn 

— PH- — w + D 


JD 


JD 


JD 


Jx 


Je- . Jw\ 
77 -+-âT) = °» 


/ Ju 

Ui- 

cquation qu’on réduira facilement à celle - ci : 

t . JD , </.D» (/.Dp </.Dw 

( 2 ) 777 -TT- +TT + “ 3 T- = °* 

(316). Les vitesses u, v, w, devenant u', t»', w\ au point Z', on a 

1 — Ju , du , c/u . du 

= 777 ■+■ 7Z u ■+■ ' -+- 57 

</»* . (/» . (/p </p 

(/w J w Jw Jw 

= j7- h 7ï u -+-j} v -*-77 w ’ 

ce sont les forces accélératrices simples qui agissent sur la molécule 
fluide parallèlement aux trois axes AD, AB, AC : et comme elles ont 
aussi pour expressions (n“ 176) 


dt 


de 

1 , 


Jn 


P 1 — O _L —L R _L 

1 P dx » v I> dy » 41 ü dz > 

il est clair qu’on aura les trois équations 

( 3 ). ..p--s£=(Uo....£-h£«h-£p + £ 
<4>-..-Q-±£=<Ua)....-£H-£u-h£,t + £ W 

J 


tv , 


( 5 ) — R i Ti — < U3 ) °ir -“riï u -*-jÿ v 

On en tireia 


Jw 


dw 


J u 


( 6 ). 


An = (P — Ui)<Lr-i- (Q — U 2) Ay-+-(R — U 3 )Az. 


(317). Toute la théorie du mouvement des fluides est renfermée 


« 
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clans les six équations précédentes; pour l’appliquer d’abord à un 
problème fort simple, nous nous en servirons pour trouver la cour- 
bure que doit prendre la surface de l’eau reniermée dans un vase 
qu’on fait tourner autour d’un axe AC pris dans l’intérieur du vase. 
La distance de la molécule , qui est en Z , à l’axe de rotation , est 
\Z'{x‘ •+ y 1 ) ; et comme, le fluide étant incompressible, cette dis- 
tance ne doit pas varier dans le mouvement de rotation , ou lorsque 
a: et j deviennent x -+• udc, y -t- vdt, on aura la différentielle de 
x’-t- y’, prise, comme nous venons de le dire, égale à zéro, ou 
ux -t- vy — o; quant à la vitesse w, clic est évidemment nulle. 
Donc si Ton fait u — ty, on aura v = — «x, et la résultante de 
ces deux vitesses, ou \/(“ 2 O = « \/{x’ H- y‘). On satisfait 
généralement à l'équation (1 ) qui devient, lorsque w est nulle, 

^ -H = o, en prenant c = <p 1 (x* -Hj 5 ) : mais x*-+- y* ne 
variant point, dans le mouvement de rotation, de u=yt’.{x , -i-y*), 
v — — xp ; (x’-t- y 7 ), on doit conclure dL = Q . = o; donc 

U i = — x c’, Ua = — yt\ U 3 = o; 
et par conséquent 

dû = Pc/x -t- Qdy -+- Rc/z -t- »’ ( xdx -\-ydy). 

Or i* {xdx -+-ydy) est une différentielle exacte ; si on la suppose 
= c/E, on aura 

n == /(Pc/x -t- Qdy -+- R dz) — t— E — t -f’.t, 

où Pc/x -t- Qdy - +- Rc/z doit être une différentielle exacte. Elle en 
est une dans ce problème , puisque les forces P, Q, R , s’y réduisent 
à la gravité ; c’est- à - dire que P, Q , étant milles, on a R = — g. 
Ainsi supposant n indépendant de z, on a n = g{h — z) -+- E, 
et pour l’équation de la surface supérieure où la pression est nulle , 



(218). Si le vase étoit cylindrique, on pourrait supposer y = o; 

• X 

et nommant X la vitesse de la molécule, on aurait t = — , et par 
conséquent z = h -t- f^r- Mais reprenons l’équation du numéro 
précédent , et supposons la vitesse de la molécule à la distance 
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\/(,x' ■+• y') que nous ferons = r, ou v/(«’ ■+■ O = ar"; à 
cause de t = a r n ~ l , et de xdx -f - y dj = rdr, on a 

dE — a’r 3 "— 1 efr, et E = — — ; donc z = h -+- — — . 

On s’assurera aisément que z = h sera un minimum toutes les fois 
que n sera un nombre positif; alors au point où z = h la surface 
supérieure aura sa plus grande dépression. Dans le cas particulier de 
n = i , tout le fluide fera sa révolution dans le même temps, et la 
courbure que prendra la surface de l’eau sera celle d’un paraboloïde 

concave qui aura pour prametre Le temps de toute une révo- 
lution sera — , tt étant le rapport de la circonférence au rayon : nom- 
mons- le T, et nous aurons le paramétré du paraboloïde = p- T’; 
nous aurons par conséquent n = g (/i — z) ; donc pour 

une même hauteur z, la pression sera d’autant plus grande contre 
les parois du vase qu’il aura plus d’amplitude. Si n est un nombre 
négatif, r = o donnera z infini ; et il se formera autour de l’axe une 
espece de gouffre qui , dans le cas de n = — î, sera terminé par 
une surface convexe formée par la révolution d’une hyperbole autour 
de son asymptote AC. 

(219). La densité étant toujours constante, 011 tirera de l’équa- 
tion ( 6 ) 

rf(P — Ui) rf(Q — U») djP — Ui) rf(R— U3) 

dj dx 9 dz " dz \ 


La troisième équation qu’on pourrait former sera satisfaite d’abord 
que ces deux ci le seront : or comme 011 peut leur donner les formes 
suivantes , 


dt 



d{ 

f du 


1 d. 

“( 

f du 

d*\ 

d. v ( 

- 1 — ' 

r du 

du\ 




dx) 

d J dx ) 

Jy 


dx 


dt 




dx 






d\ 

f du 

d>’\ 









“ 

dx) 

[, d “ 

dw 

du 

dw 







dt 


1 dz 


dz 

dx 9 




_ 

dt 

f du 

dw\ 

d. 

K 

du 

</n> \ 

d. w ( 

'du 




dx) 

dz 

dx) 

dz 

dx) 

dx 


dt 




dx 



dz 



( 

f du 

dw\ 








T+" V 


^ dz 

dx) 

1 . 

du 

du 

dw 





<r 



dz 

dx 

O' 





Aa 
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il est clair qu’elles auront lieu toutes les fois que 

Vdx H- Qdjr -t- Rdz, et udx -f- vdy -4- wdz, 

seront des différentielles exactes , puisque ces suppositions sont ren- 
fermées dans les équations 

ap rfQ rfP */R_ 

dy dx 1 dz dx * 

. dn dv du dw dv ____ dtv 

^ dy — dx ' dz ~ dx * dz " dj * 


Ayant satisfait aux deux premières conditions , le problème ne 
dépendra plus que des trois autres , auxquelles on joindra l’équa- 
tion ( t ). 


( 220 ). Reprenons donc les quatre équations 


du t dv 
dx dy 



dv du dw dv 

dx * dz dx 1 dz 


dw 


Ayant différente la première successivement par rapport à x,y, z, 
et y ayant fait les substitutions convenables tirées des trois autres, 
nous aurons 


d'n 
dx * 



O, 


d*v 


dz ' 


d'v t d'v 

dy' "dz 7 


O, 


d'tv t d'w 
dx 4 dy * 


d'w 

dz' mm ~ m 


O. 


Si nous n’avions supposé que deux dimensions à la molécule fluide, 
nous serions tombés dans les équations données par M. d’Alembert 
dans sa Théorie de la résistance des fluides (C. I. pag. 3n ). Nous 
remarquerons de plus que, lorsque le fluide se mouvra dans un vase 
dont on pourra toujours représenter la figure par l’équation 


dz' = £rdx' + %dy 




( C. I. pag. i5p), il ne suffira pas de trouver les valeurs générales de 
u, v, w, au moyen des équations précédentes; il faudra encore que 
les molécules contiguës aux parois dn vase puissent couler le long de 
ces parois. Or si l’on nomme u', v\ iv r , ce que deviennent les vitesses 
u, v, rv, lorsque les co-ordonnées x,y, z, se changent en x',y’,z'. 
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et que dans l’équation de la figure du vase on mette pour dx', dy\ dz\ 
leurs valeurs u' dt, v'dt, w'dt, 011 aura celle-ci 


(V 


dz' 

dx' 


djr' 


qui devra être vraie indépendamment du temps £. 

(221). Quelle que soit la densité , on pourra l'éliminer au moyen 
des trois équations 

d. D(P — UQ <f.D(P — ffp 

djr dx * 

d PfP— U.) d. PfR — U3) 

d z J x * 

d D(7 — U 2 ) d. D;R — U3) , 

dz djr * 


et on aura (C. I. pag.291) 


+ (P - U . ) (i! 2 ^ - iiîÿül) = o, 

à laquelle on satisfera en y faisant les suppositions du n° 219. Quoi 
qu’il en soit , elle indique que 

(P — U 1) dx -h ( Q — U 2 ) t/y-t-fR — U3) dz 


doit être une différentielle exacte, ou susceptible de le devenir par 
la multiplication d’un facteur. En nommant /û ce facteur, qui pourra 
renfermer t, et dS la différentielle exacte qu’on obtiendra, on aura 

,/n = , qui, comme dans le cas de l’équilibre, sera possible 

toutes les fois que - 2 . ne renfermera que S et n. Le problème le plus 

simple est celui où serait fonction de S, ou bien S fonction de' 

dimension nulle de D et p. Il faut encore remarquer que lorsque D 
ne renferme que n , p* = 1 , comme dans le cas où la densité serait 
constante ; c’e t-à-dire que la différentielle doit être alors intégrable 
indépendamment de la multiplication d’un facteur. 

(222). Je suppose que le rapport entre la densité et la pression 
soit renfermé dans l’équation n = p D, p étant une certaine fonction 
de x, y, z et c, qu’on pourra connol< r- ' par expérience ; qui , par 
exemple, pourra dépendre des diffère..^ degrés de chaleur, comme 

A a ij 


1 88 ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

cela arrive dans notre atmosphère : alors les équations (3), (4) et (5) 
deviendront 

J, 


JD ^ ^ 1 J js 


(A) 


D Jx 

_L 

U Jy 

_i_ JD 
D Jt 


Q-Ua-^ 


II — U 3 — 4 1 


desquelles on tirera d’abord 
(B) 


J [ (P — Ui) ; , 1 J\(Q — Uj> ; ,] 

djr d x 

J r(P — Ui) : >1 J 1(R — U3) : ,1 

dz d X 

d [(Q - ua) : d r(H - U 3 ) : ,i 

dz dj 


Mais en substituant dans l’équation ( 2 ) pour -jj > ü 771 u * 
leurs valeurs, on la changera en celle-ci , 

4 -. _h Ui — P — Q 

i^ = (W) ^ ; «-H* -*-h 


■37 •+• U 3 


R 


tv ■ 


du 

dx 


dv 

JJ 


d tv 

"dl ’ 


qui donne, étant combinée avec les équations (A), 

dx dt 7 

j W d[(Q_Ua -£):,] 

dx di 7 

,w d[(R — U3 — 4r) : p] 

Jx Tt • 

Ainsi lorsque le rapport entre la pression et la densité sera connu, on 
pourra éliminer cette derniere quantité des équations propres à ré- 
soudre le problème. 

(aa3). Supposons qu’au commencement du mouvement, lorsque 
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c = o , les co -ordonnées x, /, z, aient été m, n, p-, nous pourrons 
regarder x, y, z, comme des fonctions de m, n, p et t, et nous au- 
rons en général 

dx=%d:- + -£d m -*-£dn + %dp t 

d y = £ dt -+- tL dm -+- £r dn ■+■ ï d P* 

d *=^dt + £dm + ±dn + ±dp, 

d’où il suit qu’en faisant abstraction des termes affectés de de, si on 
tire de ces équations 

K dm= Ldx - 4 - M dy -4- N dz, 

Kr/rt = L ' dx -t- M 'dy -t- N'</z, 

K dp = L"dx -t- M "dy -+■ N "dz, 

la différentielle de u, considérée comme fonction de ni, n, p, t, 
prise sans faire varier t, est égale à 

L</x-+-M</f-+- Nrfj du . Vdx + M'dj’ + U'Jz dn , V'Jx+WJr+WilzJu 
K dm K dn K dj ! 

on trouvera pour celles de v , w, les quantités suivantes : 

L<Ar 4- M</ > 4- N//x dv LVx+ M'//+NV; dv \J'dx 4- M'Vy + N"</i dv 

ÎT d~^t H K lü H K ^ ’ 

Lrfx 4- M</> 4- N</r </k* 1 Udx 4- M'«/y 4 » NVs dw t L 1 ^* 4 M 11 ^ + N” t/i t/ «> 

K </ m K <//» K dp* 

(224). II faut remarquer que m, n,p, ne variant pas dans le pas- 
sage de la molécule de Z en Z', les vitesses u,v,w, ne peuvent être 
autres choses que ^ ^ , -j- ; partant 


Y rf» T d' X T I I I II d' x 




■M' 


■ M" 


//* T 

1 


y du 

K JT 


N 


d ' X t -Rjf t/’J 

dmdt dndt 


N" 


d‘T . 

dpdt 


on trouvera les différences partielles de v, w, en mettant dans celles 
de u, au lieu de x v successivement/ et z. 
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Voici maintenant ce qui résulte des éliminations supposées ci- 
dessus : 


K 

L 


dx dv dz dx tir dz ^ dx dy dz 

dm du dp dn dm dp du dp du t 

dx d y dz 
dm dp dn * 


dx dy dz dx dy dz 

dp du dm dp dm ~3n 


dvd: dy d s w dx d z ^ dx dz dx dy dx dy 

du dp dp dn ’ dp dn dn dp * dn dp dp dn 9 


* I dy dz dy dz » *» __ __ dx dz dx dz xjf dx dy dx dy 

dp dm dm dp * dm dp dp dm ’ ^ dp dm dm dp * 

t it dy dz dy dz ïifi dx dz dx dx dy dx dy 

dm dn dn dm * du dm dm dn * dm dn dn dm * 


(2a5). Une autre remarque qui facilitera beaucoup les substitu- 
tions que nous avons à faire , c’est que 


l </K du t </<• 

K dt dx dy 


d iv 

Tz : 


on en tirera d’abord, à cause de l’équation (1), que, dans le cas où le 
fluide n’a point d'élasticité, on doit avoir = o, et K égal à une 


fonction de ni, n, p, seulement, fonction qui n’est autre chose que 
ce que devient K lui-même lorsque t = o. Mais l’équation (2) se 
change en celle - ci : 


./d 

dt 


dn 

dx ' 


d D 


dn 
d : 


w -t- sr 


rfK 

vr : 


que je puis réduire 


_L 

D di 


K di 


O, 


en regardant D comme fonction de m , n , p et t, et ne perdant pas 
de vue que m, n, p, ne varient pas dans le passage de la particule de 
Z en Z'. Nous réduirons de même Ui, U2, U 3 , à 

d h dv dtv i d*x d* y. d* z 

dt * dt 1 dt * ^ dt* * dt* * dt* 


Revenons à l’équation (2). On en tire que KD est égal à une certaine 
fonction de m, n, p, qu’on déterminera de la maniéré suivante: au 
commencement du mouvement dx = dm, dy = dn , dz — dp; 

on a donc à ce point ^ ^ ^ , égaux chacun à l’unité, chacun 
des autres coefficients nul , et par conséquent K = 1 ( n° 224 ) j 
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(227)- Je suppose les forces P, Q, R milles , p une quantité cons- 
tante, et les ondulations infiniment petites : en prenant a, pour une 
quantité infiniment petite, et xi, xi, x3, ji,j2,^3, zi, z 2 , z3, 
pour des fonctions indéterminées de m, n, p, c, on Fera, pour expri- 
mer la derniere supposition , 


dx 



dx 


dx 

•y 

dm 

— 

n-*ii, 

dn ' 

et JT 2 , 

dp 

= CLXÙy 

dm 

= 

«T 1 » 

Ûî. — 

dn *” 

l -4- */2, 

dy 

dp 

II 

CO 

dx 



dx 


dx 



== 

ail, 

= 

etz 2, 


— 1 -I- a zi. 
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On en tirera, en négligeant les termes de l’ordre a’, 


L = i + <t (/2 + z3),M = — <*xa,N = — *x3, 
L' = — */ 1 , M 1 = 1 + 4 (xi -+- z3), N'= — «7*3, 
L"= — azi, M"= — *:i,N"=i+ï (xi -t- y a). 
Donc, à cause de 


D = -£- = e [i — a (xi +j2 -4- z3)J , 

on aura 


dD 

. p / 

f d* x 

1 

d'y 

. 1 

d'z \ 

d/n 

— e j 

^ dm * 


dmdn 

T" 

dmdp J * 

d D 

P i 

f d'x 

1 

d'y 

— f- 

d * z \ 

du 

— — c \ 

^ dmdn 


du ' 

dndp J* 

dD 


f d'x 

“H 

d'y 

1 

d't \ 

dp 

— — c \ 

^ dm dp 

dnd p 


*/>' 


Ces quantités sont évidemment de l’ordre a; or, puisque nous sommes 
convenus de négliger celles de l’ordre <t% il faudra effacer dans les 

facteurs de ^ ^ ^ (n° 226), les termes multipliés par a, et 


on aura 


A 


dO n d D p ' dD 

dm * du * dp * 


Ainsi, dans l’hypothese d’ondulations infiniment petites, les équa- 
tions ( E ) , après avoir fait , pour abréger, ^ -f- ^ -f- ^ = 7 , 
deviendront 


d* x _____ d 9 d'y dr d* z dr , 

dt* P dm * 7i* P d n ’ dt' ' P "Sp* 


On verra aisément qu’à cause de 

d'x d'y d'z 

dmdl ' dttdt‘ dftdl ' 




celles-ci donnent 



(228). Si les ondulations partent d’un centre dont , au commen- 
cement du mouvement , la molécule étoit éloignée de la quantité 
v/(m* -t- «’ ■+■ p'), que je fais = q pour abréger; si, dis-je, 

elles 




i 
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elles partent d'un centre pour se propager en tout sens, on pourra 
faire 

x = ms, y = ns, z = ps, 
t étant une fonction de <7 et t. Cela posé, à cause de 

• ds j ds mdm -f- ndn p dp 

ds = T, dt -*- 7 ï î — * on aur * 


dx. m* ds dy n* ds 

dm ^ f ’ ?" ÿ dq ’ 

et par conséquent a = 3 s -4- q yj. 


ds p * 

ç = J + 7ïi'f 


* d*s d' t dq m d*t 

Dc P lus TZdj — T? HZ ~ ~ï? ' 

donc dH = TZï~ h W 

et l’équation yy — P yy sera changée en celle-ci, 


1 d* s 4 </i . d % t 

7 1 àï «V » 

à laquelle se réduisent aussi les deux autres. A la fin du temps t, la 
molécule sera éloignée du centre de y/( r’ + ^’ + z 1 ) = qs; si 
l’on fait qs = r, a où l’on tire 

r ds rfr T— d* s ___ 1 d* r 1 dr t ar 

^ ’ q ’ dq q dq q* * dq * q dq* q* dq ” " y* * 

la dernière équation deviendra 

1 d*r </'r t a t/r ar 

f dt * dq* q dq q* f 

que nous savons intégrer complètement ( C. I. pag. 6q6 ). Si nous 
n’eussions donné que deux dimensions à la molécule fluide, l’équa- 
tion auroit été 

1 d* r d* r t 1 dr r 

f Ul* " dq * q dq q* * 


qu’on ne peut intégrer deda même manière : M. dc la Place a fait 
voir, Mémoires dc t académie des sciences, année 1 779 , qu’elle dé- 
pend d’intégrales définies. Au reste cette théorie du mouvement des 
fluides est due à Euler, qui l’a donnée pour la première fois, Mé- 
moires de Berlin , année 1 y 55 : M. dc la Grange y a ajouté des re- 
marques importantes dans un savant mémoire qui se trouve dans le 
second volume des Mélanges de la société royale dc Turin . 

Bb 
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(229). Je fais passer par le point Z ( fig . IIS) un plan perpendi- 
culaire au plan HAD , et qui le coupe dans la droite AM; je nomme 
la distance AZ , r ; l’angle Z AM , 0 ; l’angle DAM, >r; donc 

z = r sin.0, y = r cos. 0 sia.», x = r cos.0 cos. a: 

et si, au commencement du mouvement, r, », 0 , étoient R, u, A, 
on doit aussi avoir 

p = Il siu.A, n — R cos.A sin./*, m = R cos. A cos./*. 

Ainsi r , », 0 , seront fonctions de R, /*, A, et on aura 

dx = cos .0 cos. » (jjj </R -t-^j du. Ÿi «/A) — rcos. 0 sin. » </R 

— r sin. 0 cos. » (jg d R -ff-d y. -+- jJ- (/A) : 

mais on a aussi 

f/a: = R cos.A cos./* -+-^-</.R cos.A sin./*-t- d- R sin.A; 
donc 

^ cos.A cos./* ^ cos.A sin./* -+- sin.A = ^ cos .0 cos.» 

dn fl* d S *fl 

— ^ r cos. 8 sin. if — ^ r sin. 8 cos.n , 

— R sin.A cos.p — R sin.A sin./* + * R cos.A = 

^ cos.0 cos.» — ^ r cos.0 sin.» — ^ r sin.0 cos. », 

— ^ R cos. A sin./* + jR cos. A cos./* = ^ cos. 0 cos. w — 

d » A • </ô • A 

r cos. 8 sin. » — -r- r sin. 8 cos.if. 

tif* a fi 

On tirera des trois équations précédentes 

R cos.A ^ = cos. A sin. p. [R cos.A cos.» cos .0 — ~ r sin. » cos. 0 

— cos.» $in. 0 ) — sin.A (^j- cos .0 cos.» — ^ r cos .0 sin.» 

— £ r sin.0 cos.»)] — sin./* (Jf^ cos.0 cos.» — r cos.0 sin.» 

— r sm.0 cos.»), 

R cos. A ~ =cos.A sin./* [R cos. A (J^ cos. » cos. 0 — jjj- r sin. » cos. 0 


r 
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— S7f r C0Si * sin.fl) — sin.A cos.0 cos.» — ^ r cos. 8 sin.» 

— ^ r sîn.0 cos.»)] -4- cos.ju cos. 8 co$.» — ^ r cos. 8 sin.» 

— VJl r sin ’® cos **)i 

R cos. A ~ = R cos. A sin.A cos.0 cos. » — ^ r cos.0 sin.» 
— JK rs i n -® cos.») -4- cos. A’ cos.0 cos.» — ~^r cos.0 sin.» 

— r sin. 6 cos.*). 


On verra aisément qu’on doit trouver les différences partielles de y, 
en mettant daus celles de x, sin.» pour cos.», et en y changeant le 
signe de d » ; qu’on doit trouver celles de z , en mettant dans les 
mêmes sin.0 pour cos.0, en y changeant le signe de c/8 , et en y fai- 
sant » nul. 


( 23 o). Donc R cos.A ^ -l- = 

^ ( R cos. A* cos. 0 cos. (/u — » ) -4- R sin. A cos. A sin. 0)-4- 
^ R r cos. A’ cos.0 sin. (/u. — ») — ^ (Rr cos. A 1 sin.0 cos. (ju — ») 
— Rr sin.A cos.A cos.0) — (sin.A cos.A cos.0 cos .(^ — ») 
— cos. A’ sin.0) — ^ rsin.Acos.Acos.0sin.(/t* — »)-(- ~ (rsin.A 
cos.Asin.0cos.(yu — ») -4- r cos. A’ cos.0) — ^ cos.fi sin. (,* — ») 
- 4 - r cos.0 cos. (yw — ») -4- ^ r sin.0 sin.(/u — »). 


Lorsque les angles et A different assez peu de » et 0 pour qu’on 
puisse prendre 


sin. ( a* — ») — o, cos.(/z — ») = i, 
sin. (A — 0) = o, cos. (A — fi) — i , 


le second membre de l'équation précédente se réduit à 

^ R cos.A -4- c cos. A -4 cos.0. 

Ce cas est celui où l’on peut supposer les ondulations infiniment pe- 
tites : pour le mieux exprimer encore , soit 

r=R-4-*Rl, n = fj, -4-*^i, 0 = A- 4 ~«Ai, 

Bbij 
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lti , /*i , Ai, étant des fonctions de R, A, /*, et * une quantité infini- 
ment petite ; on aura, en négligeant les quantités de l’ordre a’, 

cos.fl = cos.A — aAisin.A, et 


*1 * . J r . J: . , ■ f «ta ■ , aR» , J fk 1 , rf»i 

rf,« ■+■ lû -+• « 7 ? “ 3 = 1 -f- “ •+• -R- -37 rfT 

Ai tang.A). 


Il faut remarquer que le premier membre de celte équation est pré- 
cisément la quantité que nous avons nommée K. (n° 227 ). 


(a 3 i). Nous supposerons, premièrement, que le fluide n’a pas 
d’élasticité ; alors (n° 225 ) K ne peut être qu'une fonction de R, A, /* , 
qu’on déterminera aisément en remarquant qu’au commencement 
tîu mouvement R 1 , /* 1, Ai, sont nuis : on aura donc évidemment 
l'équation suivante : 


(«) 


</ n 1 
ail 


1 R » 
R 


tf fit I 
OfA 


— — Al tang.A = o. 


Mais cos.» = cos.fi — a fi 1 sin.fi, sin.» = sin./* -4- a/*i cos .fi, 
cos. 6 = cos.A — «Ai sin. A, sin. fl = sin. A -4- a Ai cos. A; 

ces valeurs étant substituées dans 


x = r cos. fl cos.», y = r cos. fl sin.», z = r sin. fl, 

il vient 

x — R cos.A cos .fi -4- * (R 1 cos.A cos .fi — R/* 1 cos.A sin./* — 
R Ai sin. A cos.fi), 

y = II cos.A sin./* -4- a (Ri cos.A sin./* -f- R/*i cos.A cos./* — 
R Ai sin. A sin./*), 

j. — R sin. A -4- a (Ri sin. A -4- R A 1 cos.A): 

ce sont là les valeurs de x, y, z, qu’il faudra mettre dans l’équation 
( 6 ) ( n° 216) , après l’avoir changée en celle- ci ( n° 224 ) 

P dx -H Q dy -4- R dz — d n = -j-? dx -+- dy -4- d z. 

Or R, A, fi, ne renferment point f; on aura donc, en continuant de 
négliger les quantités de l’orare au lieu de l’cquation précédente, 
cefle-ci: 
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( 5 ) P dx H- Qdjr -+■ Rrfz — A dn = a cos.A — 

R sin.A) d • R cos.A -4- (R cos. A Y du -+- sin.A 

H- R cos.A) d • R sin.A], 

( 23 a). Si la masse fiuide a un mouvement de rotation autour de 
l'axe AC, l’angle y n’augmentera pas seulement de ayi dans le 
temps t , mais de ay t -t - et, 5 étant la vitesse angulaire de la mo- 
lécule, ou la vitesse de rotation de la molécule divisée par sa distance 
perpendiculaire à l’axe AC ; et comme la force centrifuge de « elle 
molécule est égale , dans l’Iiypothcse de la combe polygone , au 
quarré de la vitesse de rotation divisée parcelle même distance per- 
pendiculaire , e a encore pour expression la racine quarrée de la 
force centrifuge à la distance t. On aura, en négligeant les quantités 
de l’ordre a*, 

~ = — e R cos.A sin.(ju -t- et) -t- a cos.A cos.(y e t) 

— cR« cos.A sin.(,u -f- et) — ^ R cos.A sin.(/u -4- et) 

— cR/ui cos.A cos .( y -t- e 1 ) — ^ R sin.A cos.(ytt + et) 
-t- eRA i sin.A sin.(ytt -t- e / )], 


^- = eR cos. A cos.( y -4- et) - 4 - a cos. A sin. (/a - 4 - e t) 
-t- cRi cos.A cos. (y -t - et) -h R cos.A cos.(^ -t- et) 

— eRfii cos.A sin. ( y -+- e t) — ^ R sin.A sin.(ft -+- e t) 

— e R A 1 sin. A cos. ( y -f- et)]; 

et pareeque t est de l’ordre a, en différentiant une seconde fois , on 
mettra et pour sin.e f , et i pour le cosinus du même angle; on effa- 
cera aussi les termes qui seront multipliés par a t comme étant de 
l'ordre a 1 : on aura de cette manière 

= — R cos.A cos .y (e’- 4 - 2ae - 4 - R cos.A sin. y ( c 1 t 
-4- ec’jKl — a -jjrj H- * cos.y f —^ r cos.A — R sin.A) 

— 2 aesin./u cos.A — — R sin.A) — ae’ cos . y (Ri cos.A 
— R A 1 sin. A), 
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= — R cos.A sin.^t (e 7 *t- 2 <te ^7) — R cos.A cos./t t (e 5 / 

+ «e> 1 — a ~ 7 T~) ■+* * sin./* f -^7- cos.A ^ R sm.A) 

+ 2«c cos./t cos.A — R sin. A) — a c* sin.,u (Ri cos.A 
— R A 1 sin. A). 

(a 33 J. Ainsi dans le cas où la masse fluide aura un mouvement 
de rotation autour de l’axe AC , il faudra ajouter au second membre 
de l’équation {l> ) les termes 

— ie [iR cos.A -4- e (Ri cos.A — R Ai sin. A)] d • R cos.A 

-t- 2 a. e Ç — cos. A — ijd- r s ; n . \ ) R cos . a d,u — c ’ R 

cos. Ai/ [Il cos.A -4- a (Ri cos.A — R Ai sin. A)]. 

Les équations (a) et (b), qui sont identiquement celles que M. de la 
Place a nommées (1) et (2), Mémoires de l’académie royale des 
sciences, année 177.5, appartiennent à tous les points de l'intérieur 
du fluide : on aura celle qui convient à la surface extérieure, en fai- 
sant dU nul dans l’équation (A); il faudra de plus que les différen- 
tielles d\\, dA, dfs, aient entre elles les rapports détermines par la 
nature de cette surface. 

[234). A cause de D qui est constant, si P dx -4- Qdy -4- Rdz 
est une différentielle exacte , ce qui arrivera toujours lorsque les 
forces P, Q, R, ne résulteront que des attractions mutuelles de toutes 
les parties du fluide et des différents corps qui peuvent agir sur lui ; 
si , dis-je, le premier membre de l’équation ( b ) est une différentielle 
exacte, le second en sera une aussi : et comme 

«e’(Ri cos.A — R Ai sin. A) d • R cos.A -4- e 7 R cos. A [ d • R cos.A 
-4- ad (R 1 cos.A — IlA 1 sin. A)] 

est elle - môme une différentielle exacte , il sera nécessaire que le 
reste de ce second membre en fasse une. 11 suit de là que 

d — 2 eR cos.A’ ^77-) 

d * 

d • R’ (y-jy- H- 2 e sin. A cos. A ) 

1 Tïï » 
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d [R 1 cos. A* -+- aeR cos. A cos. A — R sin.A)] 

d K 

d • R 3 ( -77-7- 4-2C siii. A cos. A ^7^) 

= _ 

</ [R’ cos. A’ -t- acR cos.A cos.A — ^ Rsin.A)] 

_ d Ç^ — aeRcoa-A*^) 

7 ^ * 

Mais R, A, fi, ne renfermant pas r, on pourra intégrer, par rapport 
à r, sans aucune préparation; et parccquc Ri, Ai, /u i, doivent être 
nuis, au commencement du mouvement, aussi-bien que 

HT » "rfT ’ "ST 1 on aura * cs trois équations 

d — 2cRytiicos.A’) d-K* (^--i-2C/xi sin.Acos.A) 
71 = Tlï » 

d [R’ cos.A’ -t- aeR cos.A (Ri cos.A — RAt sin.A)] 

dk 

d ' R’ (jTT •+■ 3 e P 1 sin.A cos.A) 

1 = 77 > 

d [II 3 cos.A’ h- a cR cos.A (Ri cos.A — RAi sin.A)] 

U R 

d — a eRfii cos.A 3 ) 


(a 35 ). Lorsque la masse fluide n’a pas de mouvement de rotation, 
les équations précédentes s'intégrent une seconde fois, et on en tire 

d . R* ai d R i d > i d . p* t c cw, a* i/Ri d . R’yu i _ 

d ïï dk > dpi i/a ’ -^T — COS. A — : 

et si cette même masse a assez peu de profondeur pour qu’on puisse 
supposer que R varie infiniment peu relativement à A, //, c'est-à-dire 
pour qu’on puisse supposer R î nul auprès de Ai , /jl\ , ces dernières 
équations et l’équation (<i) deviendront 

d . R* a i 

d R 

d . R*^<i 

~7T\ 


d kl 

°> 17 = 

o , cos. A 


dk 


dut 


d . kl COQ. k 
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ilont la première et la troisième nous apprennent que R 1 A 1 et 
R> i doivent être indépendants de R. Si 1 on suppose Ai cos. A = p, 
p i cos. A 1 = q , on change les deux autres en celles-ci: 


dp 

Af* 


% Atf 

cos.A^, 


dq % dp 

J — COS. A - r , 

a a u tir 1 


desquelles on tire (C. I. p3g. 3i î ) 

p — <P'A L + /n/- >)-*-/: (L — p \/ — î ), 

<\ = v/— 1 [<p (L a» V— ») —f. (L — r* y /— 1 )]» 


en faisant, pour abréger, L = log. 


( a3 G ). Ces formules serviront à déterminer les ondulations de 
toutes les parties internes du fluide ; la surface on aura de plus 
l’équation ( b ) dans laquelle on fera d n nul. En admettant toutes les 
hypothèses de l’article précédent , on pourra y supposer R constant ; 
nous le ferons = i , et nous discuterons le cas où le fluide n’est animé 
d’autre force que de la gravité. Alors nous aurons 

— gdz= a (j£dL -f- du). 


où dz est de l’ordre a.dh et <tdp\ nous pourrons faire sin. A = l 
-4- ar\ r' étant une fonction de L, /u, et / une constante; car, à 
cause de z = sin. A -t- ap (n° 23 1 ), nous tirerons de celte suppo- 
sition 

dz = <t (ij- -+■ ) dL -t- « ( ’ d - -4- dp. 

Nous comparerons les deux valeurs de dz, et nous aurons les deux 
équations 

d ‘P tr ( dr ' _i_ 

~ S {-JT ■+■ 7 l)> 


d* q / d r* 

auxquelles il s’agit de satisfaire. 


■fc)’ 


( 237). Or M et N étant deux fonctions de L-+- p 1/ — 1, P et Q 
deux autres fonctions de L — p y / — 1 , toutes indépendantes de 1 , 
et fl une fonction de r seul ; si l’on suppose 

7> = M-hP-4-0(N-i-Q), 

«7=^—1 [(M — P) H- fl (N — Q)], 

nos 
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nos deux équations deviendront 
(N + Q)^ = -s(£-+-^±^- 
v /_ i(N -Q)£ = -s(£ + '^±2> 

On verra aisément que 

rf( M 4- Pj , . J( M — P) J( N + Q) y . J (U — Q> . 

3^. — y 1 * iif, — y 1 Jl : 

c’est pourquoi si l'on fait 

rf(M 4- P) J(N~ 4- Q) 


<t(N4Q) \ 

,/• 


rfL 


JL 


m 




dr' 

HZ 

TJ ■+■ ✓— 1 TL —jl 

et ensuite 

i£+2>=i(N-4-Q), *1^-21 = i(N-Q), 

i et m étant des constantes, ces deux équations se réduiront à une 
seule, 

t£ = — gi(m -+- S), 
qui donne 6 = — m (i — cos.t t/#')* 

étant intégrée de maniéré que fl et ^ soient nuis à l’origine du mou- 
vement. Quant aux fonctions N et Q , elles doivent être telles que 

N - 4 - Q == I ( e ,(L + * v '“ 0 -+• e i(L “ <“ v '“ °) , 


N — Q = I (e* 


«CL4-/* V— •)' 


„‘(L — /• v— ') 


)• 


où 1 est constant ; on aura donc 
/j = M + P- lm(i — cos.ty/gi) 

q = \/ — i [M — P — Im(r — cos .t\/gï) (c ,<L+, “ v' — ■* — 


.*’(!• — /• \/ — 




et il sera facile.d’en tirer 

z = /-t-a[const.-t-Imcos.f y'gi(e‘ lL+f ‘ v/— ’* ■+■ c‘ (L— M v,— J, 

où / est la profondeur du canal dans l’état d’équilibre. 

Ce 
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(208). Nous avons fait (n° 235 ) L = log. K ; et il suflira de 
mettre dans cette expression , l poursin.A, y/(i — /’) pour cos. A , 
puisque dans la valeur de z la quantité L est déjà multipliée par a. 
11 faudra donc substituer à L, dans e‘ L , 


Ÿ l°g- 7^7» ou mettre pour c ' L , [pÈi]”’ 
de cette maniéré on aura 

z = l -h a [const.-(- 2I/71 (7777)* cos.r y/gi cos. i/u] t 


ou , déterminant la constante arbitraire de fa<;on que z = / lorsque 
1 = o et /J. = a , 

: = (7— [cOS.(t>-t-f v/s<)-+- cos .(»> — C \/gi) 

— 2 cos.ia]. 


11 n'y aura pas d'ondulation tant que cos. ( i /tx -t - t \/ g i ) -+- 
cos .{if* — t y/ g i) sera moindre que 2 cos .1 a. Si l’on fait cos. ( / ,u 
H - 1 \/gl) = cos. in; à cause de cos.ia = cos. — ia, il faudra que 
i u — t y/' g i soit compris entre les deux limites ia et — ia pour 
qu’il y ait ondulation : et si l’on suppose fx plus grand que a, le lluidc 
commencera à s’ébranler lorsqu’on aura 

»> — *V /gi = ia, ou t — {/z— a) y/'ji 
les ondulations cesseront lorsqu’on aura 

if*-—t\/gi=—ia , ou r= - 4 - o) y/j; 

la différence des deux temps donne la durée des ondulations égale à 
an y/ — . Mais (n° 127) ~ y/ — est la durée de l’oscillation d’un 
pendule simple dont la longueur seroit = i : si nous nommons T ce 
temps, nous aurons pour la durée de l’ondulation, et (^c — a) 

pour le teins où le fluide a commencé à se mouvoir. On auroit trouvé 
même résultat, si l'on avoit fait cos. ( i u. — t \/ g i ) = cos. ia, et 
. ensuite i /a -t- t y' g i = rt i a. 

(239). Nous supposons maintenant que le fluide est élastique; 
alors (n° 225 ) K.D== E, E étant uue fonction de 11 , A, /a, seulement: 


Digitized by Googl 


CHAPITRE V. 20 Ü 

et si, au bout du temps t, la densité devient E ( i -4- acT), on aura 
( n° 23 o ) 


E(l-t-fltcT) 

(«O 


i R i 

i r 

a R i 
U 


^ 7^ -+- TT — A 1 tan S- A )] = E > 
77 TT Al tang.A = o, 


en négligeant les quantités de l’ordre «’. L’équation (b) subsistera 
telle qu’elle est; il suffira d’y mettre E (1 -t- a<f) au lieu de D, et 
d’y regarder S comme variable. Si n = E/i (1 -t- a J), h étant 
constant , on aura 


fftl A fil// 

1 T 1 -+- 


a fi d J 1 ; 


et les remarques que nous avons faites relativement à l'équation (b) 
auront lieu comme lorsque le fluide 11’avoit pas d’élasticité. 

(240). Pour appliquer les équations que nous avons trouvées à la 
question du flux et reflux de la mer, nous supposerons que la terro 
est composée d’un noyau solide infiniment peu différent de la sphère, 
et que ce noyau est recouvert d’une couche fluide infiniment mince. 
Le fluide, n’étant animé d’aucune force extérieure, prendra à la 
longue le mouvement de rotation du noyau , et finira par être en 
équilibre : s’il est dérangé de cet état par des forces qui lui lassent 
faire des oscillations infiniment petites, on déterminera la nature de 
ces oscillations au moyen des équations (a), (ê), et des équa- 
tions (c), dans lesquelles on regardera Iti comme infiniment petit par 
rapport à Ai . En effet , en prenant le demi petit axe pour l’unité, si 
Il = 1 -t- ëq -4- yr, où 6 , y, sont des quantités très petites, et où 
yr exprime la profondeur du fluide; lorsque A se change en A 
a A 1, par le théorème de Taj lor , q , r doivent se changer en 

<7 -H a A 1 ^ , r -t- «Ai 
et R en 1 -+- ëq ■+■ yr -f- «Ai (£ ^ -+- y 
mais dans la même hypothèse R devient R -t- * R 1 ; donc 



quantité infiniment petite par rapport à A 1. 


(241). L’équation (b) renferme P dx -t- Qdy -t- R dz qui dé- 
pend des forces d’attraction du sphéroïde et des differents corps qui 

Ce ij 
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peuvent agir sur lui. Pour les déterminer, imaginons en Z ( fig.XlV) 
un point quelconque de la surface fluide, et qu'à ce point 

AZ = 1-4- Gq y T -H- y 

nommons aussi H î ce que devient, à l’origine du mouvement, l’at- 
traction que le sphéroïde exerce sur la molécule qui est en Z : la 
force Hi aura pour direction une droite qui coïncidera avec AZ, aux 
quantités près de l’ordre G , et que nous pourrons supposer avoir 
pour différentielle d ( AZ - 4 - G si). Mais dans le cas d 'équilibre , 

t fLîil 5 sont nuis, et toutes les forces qui agissent sur 

la molécule se réduisent à l’attraction du sphéroïde ; alois l’équa- 
tion (/>), où il faudra faire d n nul, donnera 

II î d (AZ -t- G 5i ) = d— d • [ AZ (cos. A — a A i sin.A)]’. 

Supposons qu’une autre molécule fluide, qui serait arrivée pendant 
l’oscillation sur le rayon AZ, se fût trouvée à la distance H - 4 - œil i 
du centre A ; la différence 

R H- *It,_ AZ, ou a [Ri — Ai (f ÿ- - 4 - >£)], 

que nous ferons = aer pour simplifier, serait la hauteur de cette 
molécule au-dessus de la surface d’équilibre. Le sphéroïde, j’entends 
toujours par-là le noyau solide et le fluide qui le recouvre, agirait 
sur elle par une force d’attraction qui, à l’origine du mouvement, ne 
différerait de Hi que de quantités île l’ordre air. Supposons qu’alors 
on puisse représenter cette force par Ih -4- air fh, et que la droite 
dans laquelle elle agit ait pour différentielle 

d ( AZ —t - et g — f- G s î — 4- a g • 

on aura, pour le produit de cette force, par la différentielle de sa 
direction , 

(Hi - 4 - air H2) [d (AZ - 4 - Gsi) - 4 - ad (a -4- Ggsz)J , 
dont il faudra ôter 

■£«*•[ n (cos. A — a A l sin.A)]*. 

Or si on veut se rappellcr que c’est de l’ordre a, que r/AZ est de 
l’ordre Gd A; on verra aisément que puisqu’on est convenu de né- 
gliger les infiniment petits du second ordre, la différence dont il s’agit 
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se réduit à aWido, ou même à <*.gdo, g étant la pesanteur qui 
différé infiniment peu de H 1 . 

(242). Après le temps t, le sphéroïde, à cause du fluide qui en 
fait partie, n’aura pas la même figure qu’à l’origine du mouvement: 

I iour trouver l’attraction qu’exerce alors la partie fluide, on cherchera, 
es attractions de deux sphéroïdes de même densité que le fluide, 
l’un avant AZ et l’antre AZ -t- ao pour rayons, ou, aux quantités 
près du second ordre, les attractions de deux sphéroïdes, dont le 
premier auroit pour rayon 1, et scroit par conséquent une sphere, 
l'autre auroit pour rayon 1 -t- acr; la différence de ces deux attrac- 
tions sera celle de la partie fluide. Nommons -la a. oh 1, et t la 
droite suivant laquelle elle agit, nous aurons aoh\ dr pour l’attrac- 
tion du fluide , multipliée par la différentielle de sa direction. Or 

dr = rf A-+- ^ donc — a oh 1 ^ est l'attraction perpen- 
diculaire à AZ qui agit dans le plan du méridien; — cto h 1 est 

l’attraction perpendiculaire au plan du méridien qui agit dans le plan 
de l’équateur : celle-ci, transportée au point Z, ou dans le plan du 
parallèle qui a pour rayon cos. A, est — 5 •ainsi A étant la 

densité du fluide, si on nomme la première «Aï, l’autre a AZ, ou 
aura 

etohidr = aA(Yt/A -t- Z cos. A dft). 

(243). Maintenant nous supposons qu’un corps extérieur agisse 
sur le sphéroïde par une force d’attraction proportionnelle à sa masse 
divisée par le quarré de la distance; en nommant M la masse, et p 
la distance à la molécule fluide , on aura dp , ou — M</~, pour 

le produit de cette action par la différentielle de sa direction : et 
comme il ne s’agit pas de déterminer les oscillations absolues du 
fluide dans l’espace , mais ses oscillations sur le sphéroïde , nous 
pourrons regarder le centre A comme immobile , et transporter en 
sens contraire à la molécule l’action du corps sur ce centre. Au lieu 
du centre, prenons un point qui en soit à la distance a; alors, pi 
étant ce que devient p lorsqu’on y change R -t- «R 1 en a, l’action 
à transporter sera — M</ -A- ; mais l’action de M sur le point que 
nous venons de choisir, transportée à la molécule fluide, seroit égale 
à l’action du même corps sur cette molécule s'il étoit situé , par rap- 
port à elle, comme il l’est par rapport au point qui est à la distance a; 
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de plus, ayant pris ce point pour le centre des angles r/A, dfi dans 
la différentielle d —■ , si on vouloit qu'il fût en A, il faudroit changer 
dans cette difTérenticllc d A, d /. t, en ' </A, R + - * - R dp, et da 

en </R -+- a ^ R ~ r/R , et faire ensuite a nul : soit désigné par (r/ 
ce que deviendrait d — par toutes ses transformations ; ou aurait 
M (d pour l’action de M sur A transportée en sens contraire à 

la molécule. Donc M [r/ d (r/ est la partie de P dx -+- 

Q dy -+- R d z qui dépend de l'action du corps M. 

(244). Pour trouver la valeur de p, j’imagine que la molécule fluide 
est en Z (fig.l'I), où 

AZ = R-t-«Ri, ZAM = A-f-«Ar, DAM = /u-t-cf-t- a/ui, 

et que le corps extérieur qui agit sur cette molécule est en Z' où 

AZ' = H, Z'AM'=®, DAM' = $>: 

ù cause dcZZ' 1 = (Z'M'— ZM)*-t-(M'P'— MP)*-t- (AP'— AP)', 
et de ZM = AZ sin.ZAM, Z’M'= AZ'sin. Z'AM', MP = AZ 
cos.ZAM sin.DAM, M'P' = AZ' cos.Z'AM' sin.DAM', AP = AZ 
cos.ZAM cos. DAM, AP'= AZ' cos. Z'AM' cos. DAM'; on aura, 
en faisant DAM — DAM' = 4 ', 


p'= H*-t- (R - 4 - aRl)’ — ail (R-t- aRi) [sin.® sin.(A -t- a Ai) 
-4-C05.® Cos.(A -I- a Ai) COS. ’i']. 

Si H est très grand par rapport à R, 011 pourra prendre 


r -t- «n 1 


[ sin. ® sin. (A -4- a A 1 ) 


h _ /n H- .Ri v 

, — 1 V, ait ) 

cos. ® cos. (A -+- a A 1 ) cos. Ÿ] -t- -i ( R ~ t ~ H * R ' )‘ £sin. ® sin. (A -4- aA 1 ) 
-t- cos.® cos.(A -4- a Ai) cos.'P] 1 -*- etc. 


et si on peut regarder -A- comme étant de l’ordre a , la différentielle 
de R à la surface comme étant infiniment petite relativement à celles 
de A et /*, on en tirera, en ne conservant que les infiniment petits 
du premier ordre, ■ 
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d ÿ = çjt d. [ sin.® sin.A -+- cos.® cos. A cos.(,u -f -et — <p) ] -4- 
d • [sin.® sin.A -4- cos.® cos. A cos.(/u- 4 -er — <f) ]. 

O11 mettra dans cette différentielle a pour R, et f/A, -ïb dp ai» 
lieu de d A, dp, et, y faisant a nul, on aura 

(d ^ ~ d [ sin. ® sin. A -4- cos.® cos. A cos. (p-+- et — p)]: 

et comme à la surface R diffère infiniment peu de l’unité, on pourra 
se contenter en faisant, pour abréger, = <tl, de 

M [rf-ÿ — = “ ^ ' C s ' m- ® sin. A cos. ® cos. A 

cos.Ca^ -+• cr — ®)]\ 

( 24 5 ). Ainsi P dx Qdy -4- R dz -H ~ d • [R( cos. A — 
a A 1 sin.A)]) ’ = — agd a - f- a A ( Yf/A -t- Z cos. A d p) - 1 - 
aïd • [sin.<l> sin.A -4- cos. < 1 > cos.A cos .(p -t- c t — <p )] 1 : 

et l'équation (Z>) (n" 23 i et 233), dans laquelle on fera R = 1 et 
f/n nuis , toutes réductions faites, deviendra 

Ç -t- 2 e cos. A sin. A ^ d A -t- ( cos. A * —d. — 2 c cos. A 

sin ' A *- 7 t) d /* ~ ~ S (^f -+- % d P) -+- ^ (Yf/A -4- 

Z.cos. Af/yu) h-I [sin . 2 A (1 — ) cos.®’ ( 3 -4- cas. 2 (/tt -4-er — p)) 
— f- 2 sin.® cos.® cos. 2 A cos. (/u -+- et — ®)]f/A — I [sin.®cos.® 
sin.aAsin.(ju-t-cr — ®) -t-cos. ®’cos.A’sin.2(ft-4- et — <p)]f Ip. 


Mais dans celte équation les différentielles d A et dp sont entière- 
ment indépendantes; on en tirera donc 


(O 


d * Kl. « • - du. 1 de . 

-f + 2C cos - a sin - A ~ 7 T -+- S -j: A Y ~ 

I sin. 2 A [1 — cos.® 3 (3 -t- cos. 2 (p-h et — p))] 
— 2I sin.® cos.® cos. 2 A cos.(p-+- et — <p) = o, 

d*u\ . • . dk 1 . de . <7 . 

cos.A’ 2e cos. A sin.A -t - g — AZ cos.A 

-4- I sin. ® cos. ® sin. 2 A sin. (p et — <p ) — J— 
Jcos.®’ cos.A’ sin. 2 (p -4- et — <P) = o. 
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(346). L’équation (a) (n°23i), que nous a fournie la considé- 
ration de la continuité du fluide, peut être changée en celle-ci : 


d R‘R| 


R' (Ai tang.A — a -jl — 


qu’on intégrera de manière rjue l'intégrale s’étende depuis la surface 
du noyau jusqu’à celle du fluide. Alors on pourra regarder le second 
membre comme étant constant; et comme yr est la profondeur du 
fluide, et G Ai — ce que devient Ri à la surface du noyau (n°24o), 


on aura 


Ri = yr (Ai tang.A— ^ -f- ÉAi £ ; 

et par conséquent ( 11° 24 1 ) 

a = y r ( A 1 tang.A — -j- — — y 

R faudra encore satisfaire aux équations (c) (n° 234), ou simplement 
aux deux premières, qui, dans fhypothese actuelle , deviennent 


(*)• 


d- R 1 (-g?-*- 2C/ui sin. A cos. A) 

" JR ‘ " 

d ( + 2C|Ui sin. A cos. A) 

37 

d (c os.A’ — 2 c A 1 sin. A cos.A) 


acR 


d. fx t co».»’ 


dK 


il faudra de plus remplir les conditions de maniéré que l’on ait , à 
l’origine du mouvement, 

d r « d > t dut 

<T — O, ~Ji = Al =0, — =0, /4l = 0,-^- = o. 


(247). On pourra objecter que nous 11’avons pas transporté en 
sens contraire a la molécule l’attraction qu’exerce la partie fluide du 
sphéroïde sur le point A, comme nous avons fait pour celle qu’exerce 
sur le même point le corps extérieur (n° 243). On répond à cela que . 
le corps extérieur est à une distance telle qu’on peut supposer qu’il 
agit sur le centre de gravite comme si toutes les particules qui com- 
posent le sphéroïde y étoient réunies; que la position de ce centre 
ne peut changer par l’action mutuelle de ces particules ; d’où il suit 
que si le point A est, à l’origine du mouvement, le centre de gravité 
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du noyau et du fluide qui le recouvre, il le sera encore après l’action 
du corps exiéiieur; et par conséquent qu’on peut regarder comme 
nulle l'attraction du fluide sur le point A ; nous négligerons aussi 
celle qu’il exerce sur le noyau , et sa pression , étant dérangé de l’état 
d’équilibre. Mais, avant l’action de tout corps extérieur, le fluide 
pourrait avoir reçu un ébranlement tel que le point A fit des oscilla- 
tions autour du centre de gravité, supposé immobile , du système du 
noyau et du fluide; dans ce cas, il ne serait permis de regarder le 
centre de gravité du noyau comme immobile qu’ayant transporté eu 
sens contraire aux molécules fluides les forces qui l’agitent. 11 est 
donc important d’ex «miner de quel ordre seraient ces oscillations du 
point A; elles seraient de l’ordre a<r, et la force qui l’anime à chaque 

instant, de l'ordre a ‘^4, ou de l’ordre aS -jp-, c’est-à-dire infini- 
ment petite du second ordre. 


(248). La seule remarque qui nous reste à faire sera relative aux 
quantités a. AY, *iZ, introduites n° 242 : si, dans les équations (1) 
et (2) des 11“ 204, 2o5, on met 1 r, AX, a. AY, a. A Z, pour/r 1 , X, Y, Z, 
on en tirera 


a Y = 


a 


tf 9 
d k 


2 


dX 

17 * 


a Z cos. A = 
et, faisant e = i, 


a « ire d» d X 

-7- 2Ï *+■ a 


a (Y d A -+- Zr/ytt cos.A) = 2 c/X -t- ijï dr. 


Mais ( n° 202 ) 

« 

X =^— =7^-+- a/yv 1 cos.flrfm/8, 


et cette quantité ffa 1 cos. 6 rf h ri 8, que nous ferons = sera 
facile à déterminer lorsqu’on connoîtra <r; donc 


U v 1**9 4 9 

— aX H j 3-, 

» ». V e/U 7 « d U 

et par conséquent Y = ^-, L cos.A = 

Nous pouvons conclure maintenant que les équations du n° 24 <î ont 
toute la généralité qu’il faut pour déterminer les oscillations des eaux 
de la mer. 

(249). Pour déterminer les oscillations de l’atmosphere , au lieu 

Dd 
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de l’équation de laquelle nous avons tiré <r (n° 246), nous prendrons 
celle-ci (n° a 3 p) 


j n’Ri 
JR 


= R'(Ai tang.A — ~ 




Plus exactement : soit à l’origine du mouvement R -4- S la distance 
du point A à la molécule de 1 atmosphère, R étant, comme ci-dessus, 
la distance à la surface de la mer; et supposons qu’après le temps t 
R, S, A, /tt, se changent en 

R-t-aRi, S - 4 - a S 2 , A -4- a A 2 , y -4- C t -H a y 2 ; 


on pourra substituer à l’équation précédente celle-ci: 

(« • ) f -+• ■+■ vjr ■+■ 117 ~ A 2 tan S- A = o- 

L’équation (b) deviendra 

(*0 PA/xH-Qr//^RA/ 2 - irT 7^ 77 =«[(R-+-S)‘((^ ; i 

-4- 2C sin. A cos. A) c/A H- ^ cos. A' — 2 c cos. A 
sin.A) dy) — 2e (R H- S) cos.A 1 dS J — -L- d • [(R -t- S 
-4- a • (R 1 - 4 - S 2)) cos. (A -4- a A 2)]% 


ou P d X —H Q d x — t— Rdz — I — — d • f ( R — f- S -t- a • ( R 1 - 4 - S 2 )) 
cos. (A + aAî)] 1 = — a g d (a- -4- itî) H- a A U -4- 
*ld- [sin.® sin.A -4- cos.® cos.A cos.f/z - 4 - et — ?)]’, 

en désignant par a -4- a 2 la hauteur de la molécule au-dessus de 
la surface d’équilibre. 


( 25 o). Si la couche de l’atinosphere est supposée parallèle à la 
surface de la mer, on pourra faire d S nul, et R — 4 — S = 1 : alors 
du étant nul, on égalera à zéro les coëflicicnts de d A, d y, dans 
l’équation {b 1), et 011 aura 


</* > 2 


tf u 2* . . , / f/r , </ra \ 

-J,- 3C sr Sln - A cos.A -4- g ( - 4 - ; 

I sin. 2 A (1 — ; cos. ® ‘ ( 3 -f- cos. 2 (/u - 4 - et 
al sin.® cos.® cos. 2 A cys.(y -4 -et — <p) = o, 


- A^-- 

— <p))J - 
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-£r- cos. A* — a e cos. A sin. A -H £ ( -H ~ljr) — A ~T^ 
-f- I sin.® cos.® sin.aA sin.(fi -H et — <p) — I cos.® 1 cos.A* 
sin.a (ft -H et — ®) = o. 

Ces équations étant retranchées des équations (c), il vient, en fai- 
sant , pour abréger, Aa — A 1 = A 3 , ^ta — yui = /u 3 , 


C h ■ » du 3 . dr 2 

V ~~jjr H- 2e cos.A sm.A — h £ = o, 

} d*u\ .. s • n rf*3 . </»-a 

( " 57 “ cos ** — 2e cos.A sin.A — h 5- 


o. 


Si, de quelque maniéré, on parvient à tirer des équations (e) les 
valeurs de Ai, fit, on aura facilement-ensuite celles de A 3 , /* 3 , au 
moyen des équations (et): ainsi toute méthode propre à déterminer 
les oscillations des eaux de la mer sera également applicable aux 
oscillations de l’aimosphere ; je reviens donc au piemier problème 
dont je m’occuperai uniquement. 


(a 5 i ). Soit r cos.A = u, «Ai = « 1 , on aura (n® 246) 

. dut dut 

<r cos. A = — y -j- y u -j - , 

et faisant, pour abréger (n°245), 

(K)- • • • ga — AU — I [sin.® sin.A -f- cos.® cos.A cos. (y. -H et 
— <P)Y = £E, 


J' ni 

-77- 


1 c u cos.A sin.A 


d R 


■6»7Z = ' 


cos. A 1 — 


»<• covA sin. a du 1 d F. 

-= — -+• s 7 Z = °- 


Si l'on fait 

<r = A cos.(£'r -+- t'y -HA), e = B cos.(6'r -h *' y -h A), 
u 1 = C cos .(£' t -H «V -H A), yU! = D sin.(£'c -H t'y -HA), 


A, B, C, D, étant des fonctions de A, les trois équations précédentes 
seront changées en celles-ci : 

A cos.A = — >77 — y*' u D, 

— 6'®C -H 2 eu cos.A sin. A • ff'D -H gu ^ 5 - = o, 

C 1 D cos. A 1 — ^ ,in l g'Ç -t-gt'B = ô: 

on tire des deux dernieres 

Ddij 
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D 


2 e cos. A sin.A ~ — 6 VB 


C =T 7 ^- 

C IUJ.A 


C' 1 — 4 c* siu.x* 

</n 

ti K 


S' cos. A — — 2 ce' B sin.A 


C“ — ’ 
et ces valeurs étant substituées dans la première , elle devient 

(H) €' cos. A ^5 — ( — 4 — ac»') sin. A ~ — 2 ei'B cos. A 

-<-(7 >■■■.>■ ) (C'cos.A jt — ac.'Bsm.A) 

H — ■ — (a c cos. A sin. A — £VB) -f- £'A cos.A’ • ^ — — 4 -'~ 

CO». A ' d k ' g y U 

— O. 


C’est de cette équation que M. de la Place a tiré tonte la théorie des 
oscillations des eaux de la nier : il suffit d’y satisfaire , puisque nous 
ne desirons connoitre que les oscillations dépendantes de l’action du 
soleil et de la lune, et non celles qui sont relatives à l’état primitif 
du fluide ; celles - ci se seront anéanties à la longue , à cause des 
frottements et de toutes les autres résistances que le fluide éprouve, 
qui l'auroient fait parvenir à l'état d’équilibre sans les attractions des 
deux astres qui l’en dérangent sans cesse. 

(252). Mais cette équation dépend de quantités que nous ne 
connoissons pas bien encore , et d’abord de 


I [sin . 4 sin.A cos.® cos. A cos.(|* -4- ef — <P)]% 
qu'on peut mettre sous celte forme 

(O) I [sin .® 1 -+- r ’” * ~ 3>l "* cos. A 1 -t- 2 sin.® cos.® sin.A 

cos. A cos. ( fx-k- et — p) - 4 -; cos.®‘ cos. A’ cos. 2 (jtt-t-ct — p)] : 

elle dépend de AU qui renferme ai , qui est fonction de Ç, ai, comme 
« l’est de A, /jl, ces angles Ç, a», étant tels que 

sin.^" = sin.A — 2C0S.G J cos.» sin.(A -f- »), 


sin.( ù> — ju) = — 


a co». h cos. 9 iin.4 

; 


ce dont on s’assurera aisément en mettant dans les formules du 
n° 2 o 3 , au lieu de A, son complément, et a> pour a -+- ft. C’est donc 
e qu’il faut premièrement connoitre ; ce qui 11’auroit point de difli- 
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culté si l’on pouvoit supposer que la densité du fluide est nulle , et 
que tout le sphéroïde n’a pas de mouvement de rotation autour de 
son axe. 

(253). En effet lorsque c = o, on a (n° 235) 


d >. I 
d h 


d . coj.x' 
ti a 


et si l’on fait Ai = * cos.2A -t- £1 sin. 2 A , et G. ne renfermant 
que m, ii on en tire 

2 m 1 cos. A* = sin. 2 A ^ — cos. 2A ^ = 2 sin. A cos. A ~ -+■ 

a i u a f* a /j 

(1— 2 cos. A 1 ) 


OU 


Mi - tang-A"-^-^^, 


r étant une fonction de m et t qui renferme la fonction arbitraire 
qu’on devoit ajouter en intégrant. Alors, faisant r = 1 , on a (n° 246) 

c = y [ 3 * sin. 2 A — 3 fl cos. 2 A -t- (l -+, , 

pourvu que l’on puisse supposer 

<*’♦ , j, </r 

— O» = °- 

Mais ces valeurs de Ai, mi, doivent satisfaire aux équations (c) 
( 11 0 245 ) où l’on fera e = o , A = o ; pour qu’elles satisfassent à la 
première, il faut que 

\ -JT r -t- 6 gyŸ — 2I sin.® cos.® cos.(m — ®) — o, 

(*»>■••• <*„ , 

( -J 7 T -t- H — I [ 1 — 1 cos. «K 1 ( 3 -t- COS. 2 (m — ?))] =0 : 
en les substituant dans la seconde, elle devient 
sin.A cos. A -t- 6 gy ^ -t- 2I sin.® cos.® sin.(M — ?)] — 

cos - A ‘ \J^F ■+■ 6 S> % ~ 1 C °s-' I> 1 «in. 2 (M — ®)] -+- ^ ■+• 

(d'n , . dn\ 

Gy {7^ + 4 ç) = °, 

qui sera satisfaite par les équations ( g 1 ) , si 

«*' r _ d'il d(ï 

— °> ip H- 4 JC = O. 
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11 est donc nécessaire que ces équations 

«/'*■ . 4, - J ' n < i JtX r> 

TP — 37 + 4 ^- o . 

puissent subsister avec les équations (g i) : or, ayant différentié la 
première de celles-ci deux fois par rapport à y, si on y met — ■f 
pour , on aura cette équation elle -même ; elle donnera donc la 
même valeur de ’lr que yp -+- ÿ = o, puisqu’à l’origine du mou- 
vement on a 

d'r 


* — °» TT — °> <//.• — °> dydt 


= O. 


(a 54 ). La seconde des équations (g 1) satisfait à 

"7 -+- 6gy — I cos. K 1 sin. 3 (/t * — (p ) = o ; 


J ydi 


elles donneront l’une et l’autre la même valeur complété de Cl , 
puisqu’à l’origine du mouvement 

n dn dn d’n 

n — °> âT = °’ ^7 = °> d^d, — °- 


Mais si l'on différentié la demiere deux fois par rapport à y, et 
qu’on y mette — 4 P our yp , on aura cette équation elle-même ; 
de plus, à l’origine du mouvement, ^ = 0, = o; on pourra 

donc substituer ^p -H 4 — o à l’équation dont il s’agit. Partant 

les valeurs complètes de Ÿ et Cl pourront être tirées de 
d’-v j, d'n , dn 

TP * = °> Tp •+• 4 tï = °, et on aura 


'P = <21 sin.(<p — y) - 4-C2 cos. ( ^ — y ) , 

Cl = bi -t- bi sin.2(p — y) h- b 3 cos.2 (p — y). 

Il suit de là que si l’on pouvoit regarder e et A comme nuis , on 
auroit 


v — — 23.i1 (1 — 3 sin. A’) H- 6y sin. A cos. A (ai sin.($ — fu ) 
+ <n cos.($ - • y)) — 6 y cos. A 1 (ia sin. 2 (p — y) -+- 
b 3 cos. 2 (<p — /*)), 

ai, a 2 , il, b 2, b 3 , ne renfermant ni A ni /te, mais seulement f. 
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( 255 ). Pour plus de généralité, nous supposerons 

* = ni ( 3 sin. A* — i) -+- ( ai sin.(9 — p)-hai cos.( 9 — p)) 
sin. A cos. A • (p 1 p 2 cos. A a -4- p 4 cos. A* -+- etc. ) -4- 

(52 sin. 2(1 9 — p) •+■ 53 cos. a (9 — p)) . cos. A 1 . (i/i 
9 3 cos.A 5 -+-74 cos. A 4 -4- etc.) : 

nous trouverons la valeur de tri en changeant dans celle de er, A cil 

g, et p en eu. Mais 

sin. (9 — eu) = sin. (9 — p) cos. ( p — eu) -+- cos. (9 — p) sin. (a* — a») v 

cos. (9 — eu) = cos. (9 — /*) cos. ( p — eu) — sin . (9 — p) sin. ( p — tu), 

sin.2 (9 — eu) = sin.2 (9 — p) cos.2 ( p — eu) -+- cos.2 (9 — p ) 
sin. 2 (p — eu), 

cos.2 (9 — eu) = cos.2 (9 — p) cos. 2 (p — a>) — sin.2 (9 — p) 
sin.2 ( p — 6 >) ; 

partant 

er 1 = ni ( 3 sin. ^ — 1) -t- [(ai sin. (9 — p) H-a2 cos. (9 — p)) 
cos. (a» — tu) -4- (ri 1 cos. (9 — A*) — a 2 sin. (9 — p)) sin. (/tt — &>)] 
sin. £ cos. ^ (/> 1 -+- 2 cos. (' -4- p ^ cos. ^ 4 - 4 - etc. ) -4- 

[(5 2 sin.2 (9 — A») -H 53 C0S .2 (9 — p)) cos.2 ( p — eu) -4- 
( 5 a cos.2 (9 — p) — 53 sin. 2 (9 — p)) sin.2 (p — »)] 
cos. (7 1 <72 cos. £’•+- 9 4 cos.^ 4 -4- etc.). 

On tire des formules du n° 25 a 


• / X a fos. R Mil 9 ro«.$ 

sin. (^ eu) ■=. — ? , 

z x cos a — a coi 6* cos.» cos.f» -f- ») 

cos. ( p “) = 7^7 , 

4 foi., sin. S co«. S rcoi.x sin.S’ — cos. 5 ’ cos.(* -4- a»)7 

sir.2 {P eu) 7777: , 

à cause de 2 cos.» cos. (A -4- w) = cos. A -4- cos. (A -4- 2 »), 

[cos. a sin.fl» — cos. b' cos.f a ■+■ a»)) 1 — 4 cos. »' cos O* sin. fi 


cosTç* 


cos.2 (a* — eu) = 
partant 

* > — ni (3 sin.f' — 1) - 4 - [(« 1 sin. (9 — p) -f- a 2 cos. (9 — p)) 
(cos. A — 2 cos. 8’ cos.» cos. (A -4- ») ) -4- (ai cos. (9 — p) — 
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a a sin.(? — y) a cos.» sin. 6 cos. fl] sin.^ (/> î -+-/>’ cos. -+- 
/?4 cos.^ 4 -t-ctc.) -4- [(i2 sin. a (P — /te) -+- Z »3 cos.a (<p — y)) 

( [cos.A sin.fl’ — cos. fl’ cos. ( A -t- 2»)]’ — 4 cos.»’ cos.fl’sin.fl') 
-t- (l>2 cos.a (p — y) — b a sin. 2 (p — /te)) • 4 cos. * sin.fl 
cos.fl (cos.A sin.fl’ — cos. fl ' cos. ( A -+■ 2»))] (<71 ■+■ q 2 cos.^’ 
-+- <7* cos. Ç' h- etc.). 

(i 56 ). A cause tle U = 2 ff a 1 cos. fl d » d fl , on aura AU par des 
intégrations analogues à celles «pie nous avons si souvent employées 
dans le chapitre précédent. Si, dans la valeur de AU, A' est le coeffi- 
cient de cos.( 6' t -t- ('y -t- A), et B' le coefficient du même cosinus 
dans O (n°25a), on tirera de l’cquation (K) (n° a5t) gB = gA — 
A' — B'. Mais O est composé de différents termes : en ne considé- 
rant d’abord que le premier I (sin.Q’-t- <ov * * cos. A’), qui est 

évidemment de la forme (I 1 -4- I" cos.A’) cos. (6'r -t- A), on pourra 
traiter £', qui serait nul si l’astre attirant n’avoit aucun mouvement 
dans son orbite ( n° 244), comme très petit par rapport à e , qui dé- 
pend du mouvement de rotation de la terre (n°232). En conséquence 
on négligera dans l’équation (H) , £' ’ auprès de e’ ; on y supposera 
«'nul : et B, A, A', étant les coefficients de e, <r, AU, 011 y fera 
gB — gA — A' — I' — I" cos.A’. 

De plus, en regardant le sphéroïde terrestre comme une ellipsoïde 
de révolution , la profondeur de la mer serait y -y y' cos. A“ (11° 239), 
y' étant un coefficient très petit de l’ordre de y , et on aurait 

r = 1 -t- — cos.A’, u — cos.A -t- — cos.A 5 (n° 25 i). 

y y ' 

Donc , lorsqu’on ne considéré que le premier terme de O , l’équa- 
tion (H) devient 

( 1 -+- A. cos.A’) cos, A sin. A — [ 1 -t- cos. A’ -+- 
A. ( 3 — cos. A’) cos. A’ ] ^ = — A cos. A sin. A 3 . 

( 25y). Pour y satisfaire nous supposerons 

A = s -4- ai cos.A’ -t- sa cos.A 4 -+- etc. 

A' = s'-t-s'i cos. A’ H- s’a cos.A 4 -+- etc. 
et par conséquent 

gB = gs — s' — I' -t- (gsi — s'i — 1 ”) cos.A’ -+- 
(gs 3 — s 1 2) cos.A 4 -t- etc. 

En 
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En substituant ces valeurs dans l'équation dont il s’agit, nous par- 
viendrons à une transformée dans laquelle , si on égale à zéro les 
coefficients des différentes puissances de cos. A, on aura cette suite 
d’équations 


i 6 (£J 2 — j'a)-+-a (^— 0 (fi J » — j'i — I") = ^ (s i — s), 

26(gs3 — j'3)-+-ia (^ — i)(gS2 — s'a) — ^.(gsi — s'i— 1") 
= (-f 2 — Si), 


$4 (£*4 — *'4)-+-6(^ — 5)(gs3 — s'3) — s'a) 

— iil (a3 — sz ), 

etc. on s’assurera aisément que la n -H 3 de ces équations est 

( 2 n + 6)‘ [gs (/i -t- 3) — s'(n-t-3)] -t- ( 2 / 1 - 4 - 4) il (a/i-f- 6) 

— 2 « — 3] [g s (n - 1 - a) — j' (n -+- a) ] — ( an -+- a) 

(an -1-3) il Igs (n -t- 1 ) — j'(n-4- t)] = 0(n - 4 - 2 ) 

— s (n — t- 1 )]. 


Mais si les séries s, s 1 , etc. s', s' 1 , etc. doivent se terminer aux. 
termes s (n -+- 1 ), s 1 (n -+• i), les suivants seront nuis, et l’équation 
précédente deviendra 


(a« H- 2) (a«-+-3) il [#*(«-*- 1 ) — j'(«-4-i)]=ill j(n-M), 


qui donne y' =■ 


g(, a»*- 


3) [1 


*'( n - 


/(«-+- 


T>]’ 


Ainsi y' approchera d’autant plus d’être nul qu’on aura pris un plus 
grand nomme de termes des deux séries ; et la valeur de A , qu’on 
déterminera par la méthode précédente, sera la même, à très peu 
près , que si la profondeur de la incr éloit constante. 


( a58). Une condition à remplir, c’est que la masse entière du 
fluide reste constamment la même ; et il faut pour cela que la double 
intégrale ffadXy. cos. A soit = o, étant prise depuis le complé- 
ment de A nul jusqu’à ce même complément == 1 8 o°, et depuis m = o 
jusqu’à /* = 36o°. En mettant pour <r sa valeur A cos. ( t' c - 4 - A) , 

Ee 


218 astronomie physique. 

cette double intégrale devient //Ad\d/u cos. A cos. ( €' c -+■ A) ; 
donc tout se réduit à faire voir que /Ad A cos. A, prise depuis la 
, complément de A = o jusqu’à ce même complément = 180% doit 

être nulle. Or nous avons trouvé ( n° a 5 1 ) 

A cos. A = — — > • ' u D , 

qui devient , lorsque «' est nul, A cos. A = — > 77 5 

gu 

dans la même hypothèse C = ’ pr_ t . * tli K . ; 

JB 

gyu -j — 

donc fAdX cos. A = K — jr. — — ; -7— • 

On déterminera la constante arbitraire K de maniéré qu’elle soit 
nulle lorsque le complément de A est nul ; et comme dans ce cas 

— gyu est nul , on aura R = o : de plus l’intégrale doit se ter- 
miner lorsque le complément de A = 180’, ce qui donne encore 

— 87 u 77 = ° 5 donc fAd\ cos. A = o, étant prise comme nous 
venons de le dire : et la condition que la masse entière du fluide 
reste constamment la même est remplie par la nature des équations 
qui servent à déterminer s, si, sa, etc. 

• (259). Le second terme de O (n° a 5 a), ou 

2I sin.® cos.® sin. A cos. A cos. (et -+- fa — ç) 

étant développé, donnera des termes de cette forme 

1 ' sin. A cos. A cos .(C'r -+■ f* -+- A). 

Alors il faudra faire • ' = 1 dans l’équation (H) qui devient, en fai- 
sant, pour abréger, S ' 2 — 4 e’= A’, 

(j 7 - cos.A’) (A 1 h- 4e 1 cos. A 1 ) (6'cos.A’ ^ — C'sin.A cos. A ~ 

— 2 c B cos. A’ — C'B) -h (8e’ — h 2 ) ( C' cos. A ^ 

— 2eB sin. A) sin. A cos.A’-+- C'A cos. A 1 ( * * 1 = o. 

On y satisfera en supposant 

A = sin.A cos.A (j-t-ii cos. A 1 -+• sa cos.A 4 -+- etc.), 

A'= sin.A cos.A (s'-t-s'i cos.A’ -+- s'a cos.A 4 -h etc.), 
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et par conséquent 

g B = sin. A cos. A (g s — s' — I' - 4 - (£j t — r'i) cos. A* 

(gs a — s'a) cos.A 4 -f- etc.). 

En effet on parviendra de cette manière à une transformée dans 
laquelle, si on égale à zéro les coefficients des différentes puissances 
de cos. A, on aura cette suite d’équations 

8 h'C {g si — s'i) — a A’ (3 6' -4- e) (g s — s' — I') — a (4 e 4 — ■ ' 
7 A 4 ) (C + 2«) (gs — s' — I') -t- ^ h* s = o, 

3 *8 A ’€'(gS2 — s'a) — aA’(io <?' - 4 -e) (gs 1 — s'i) -4- a ( 4 e*-+- 
■£**) C 4 ^' (g s 1 — s' 1) — ( 3 C -i- c) (gs — s' — I')] — 
2 ( 4 e* — -7 A ') [(3 C - 4 - a c) (£si — s'i) — 2 (ff'-f- e) (gs — 
s' — I')] h- y (A 4 si -+- 8 A'e*/) = o. 

6 - 8 h* 6 ' (gs 3 — s' 3 ) — 2 A’ (21 S' -+- c) (£s 2 — s' 2) -+-2(4 e*-4- 

7 A’) [12 ë'(gs2 — s' 2) — (10C' -+• e) (gsi — s'i)] -4- 

8 e* 7 [4 6'(éT* 1 — s'i) — ( 3 ff' H- e) (gs — s' — I')] — 
2 (4 e 1 — -E- A’) [( 56 '- 4 - 2 c) (jiî — s'2) — 2 (2 <?'-+- e) (g;si — 
s' 1 )]*+■“ [A , s2-+-8A , e’Ji-+-i6e , s] =0, 

etc. la n -+- 3 de ces équations est 

4 A’C'(/i -4- 3 ) (n -t-4) [#s (n- 4 - 3 ) — s'(n-+- 3 )] — 2 A* [e -h 
(an’+ i 3 n - 4 - 21 ) 6 ' ] [gs(n -+-2) — s'(n -4- 2)] -4- 
2 ( 4 e a - 4 -y A’) [^'(fl + i) (« + 3 )(fr(/i + a) — s'(/z- 4 -a)) 
— (c + (î/i’ + '9n4- ro) S') (gs(n-+- 1) — s'(/t-h 1))] -4- 
7^ [2C'(n+i)(/i + 2) + 0) — 

(en- (an 4 -4- 5 n -+- 3 ) S') (gsn — s'n)] — 2(4 e* — 
7 A 4 ) [(2e -4- (an -f- 5 ) €') (gs(n -4- 2) — s'(n -4- 2)) — 
2 (e -4- (a -f- 2) €') (gs (n -+- 1) — s' (n -4- 1))] -4- 
e — [ A 4 s(n — 4 — a ) —4— 8 A 4 e 4 s(n - 4 - 1) H- i(Se 4 sn] = o. 

Et si les séries s, si, etc. s', s' 1 , etc doivent se terminer aux 

Ec ij 
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termes sn, s' n, les suivants seront nuis, et l’équation précédente 
deviendra 

>' [(! + (an‘+ 5 n + 3 )f'] (gîn — s' n) = 2 e’G'sn, 
de laquelle on tire 

. / _ »<•*£* 

g le -h 5n -+- 3) C] [1 — ^-J ; 

il est donc clair que y' approchera d’autant plus d'être nul qu’on 
aura pris un plus grand nombre de termes des deux séries : et la va- 
leur de A sera encore telle , à très peu près, que si la profondeur de 
la mer étoit constante. Quant à la condition que la masse entière du 
fluide reste constamment la même, elle est évidemment satisfaite, 
puisqu’on a 

/ il fx cos. (Cl -)- ft -+- A ) = o, 

cette intégrale étant prise depuis fx = o jusqu’à fx = 36 o’. 

(260). Les termes de O qui résultent du développement de 

1 1 cos.® 1 cos. A 1 cos.2 ( fx e t — ç) étant de la forme 

1 ’ cos. A’ cos. ifft+^H-A), 

on mettra dans l’équation (H), 2 C pour £', et on y fera 

»' = 2, h‘ = C 1 — e 1 ; ce qui donnera 

(1 -y cos.A") (£’" — e 1 sin. A*) (£' cos. A’ ^ 5 . — 6' cos. A sin.A ~ 

— 2 eB cos. A 3 — 4 £'B) -+- 2 (c 1 — -£-/i") ( C cos. A ^ — 

2 eB sin.A) cos. A’ sin.A -t- 4 CA cos. A 1 — — ~ r 1 = o. 

n s> 

Pour y satisfaire, on supposera 

A = cos. A’ ( j -+- j 1 ces. A’ -t- îj cos. A* -t- etc.), 

A' = cos. A’ (s'-t- f'i cos.A’ ■+■ s' 2 cos. A' -t- etc.), 
et par conséquent 

g B = cos.A" (gs — s' — I' — ( gs 1 — s' i ) cos.A 1 — f- 
(gs 2 — s' 2) cos.A 4 etc.) ; 

et on aura, pour déterminer les coefficients, cette suite d’équations: 


r 
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iih’C (gs i — i'i) — i h'(e -+- 3 €') (g s — s' — I') — 4 (c’ — 
il A 1 ) (e -4- €') ( gs — i'_ I') -f- i£l A 4 s — o, 

32 A’ €'(gsi — s’ 2) — 2 A’ (e -h io 6') (g\u — j'i) h- 2 (c’ — 
il A’) [6 &’(gsi — s'i) — (c-h 3C') (#i — i' — I')] — 
4(c> — ilA*)[(e-+- 26') (£Ji — s'i) — (c - 4 - C) (gs — 
s' — 1 ’)] -f- (A 4 ii -4- 2 A’e’i) = o, 

60 h* C (g s?> — s' 3) — 2 A 1 (e - 4 - 21 S') (gs 2 — i' 2 ) -4- 2 (c’-4- 

i- A’) [lfi£'(£i2 i'2) 2(c4-lof) (£51 i'O] -+- 

2c 1 il [6 É'(£si — i'i) — (c 4 - 3f) (gs — i' — I')] — 
4 ( c*"'— -^1 /«’) [(e4-3f) (g si — i'2) — ( e h- 2 £’) 
(gsi — i'i)] (A 4 i 2 -t- 2 A’ c*i 1 -h 4 c'i) = o, 

etc. la n 3 de ces équations est 

4 A’£' (n -4- 3 ) (n- 4 - 5 ) (gs (n -4- 3 ) — i'(« - 4 - 3 )) — 2A’(e -4- 
(2 n'-h i 3 « -t- 21) S’) (gs(n -+-2) — i'(n - 4 - 2)) - 4 - 4 (e’-H 
il A’) [€' (n H- 2) (n -4- 4) (gs (n -t- 2) — i'(n - 4 - 2)) — 
(e - 4 - (2n‘4- 9 n -4-10) €') (gs (n - 4 - 1) — s' (n -4- 1))] - 4 - 
_ ^ [2 €' (fl - 4 - 1 ) (fl “H 3 ) (g S (fl - 4 - 1 ) — s' (n - 4 - 1 )) — 
(c - 4 - (an 1 -4- S n -4- 3 ) £') (gsn — s 1 n )] — 4 (e* — 
il A 1 ) [(c -4- (n - 4 - 3 ) €')(gs(n- 4-2) — i'(/t -4-2)) — (e-4- 
(/i- 4 - 2)6') (gs (n - 4 - 1) — s'(n - 4 -i))] - 4 -^- [A 4 i(n-4-2)-4- 
2A J e’ i(/i - 4 - 1) - 4 - 4 e * •*«] =0. 

Nous tirerons de l’équation précédente la même valeur de y' que 
dans le 11 ° 2 üo , et il en résultera qu’on pourra déterminer les oscilla- 
tions du fluide toutes les lois que sa profondeur sera égalé à (n® 2 36 ) 

2 f*C COJ.** 

7 f[c-4-(2« , 4-5n-t-3)f'] [1 — ili], 

y étant une constante très petite relativement au demi-axe du sphé- 
roïde , et n étant un nombre entier quelconque ; il y a donc une 
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infinité de cas où il est possible de résoudre rigoureusement le pro* 
blême du flux et reflux de la mer. 

(261). Il est bien clair que la condition que la masse entière du 
fluide ne change pas sera encore satisfaite, puisqu’on a 

fd/u cos.(2 €' t -t- a M -+• A) 

nulle, cette intégrale étant prise depuis pt = o jusqu’à pt = 36 o*: 
mais est -il de la même évidence que la loi précédente de la profon- 
deur de la mer s’accorde avec la figure de la terre qui résulte des 
observations? Le sphéroïde étant une ellipsoïde dont les densités et 
les ellipticités des différentes couches varient du centre à la surface : 
si l’on nomme, comme dans le n° iç 5 , rie demi -axe d’une des 
couches , R sa densité , p son ellipticité , H l’ellipticité du sphéroïde, 
K celle que les observations donnent à la terre ; et qu’on fosse 
fRd-r' = A, fRd ■ pr s = F, ces intégrales étant prises depuis 
r = o jusqu’à r — 1 ; on aura ( n* 1 97 ) 

6 ( F — H ) -t- 5 A - 

tr — : 


Cela posé , l'intcgrale fd • r’, prise , comme nous venons de le dire, 
étant 1 , A doit être le rapport de la densité moyenne de la terre à 
celle de l’eau. Cette condition remplie , il faudra de plus que H -+- 
y 1 = K. Ainsi nommant h le rapport de la densité moyenne de la 
terre à celle de l’eau , les équations à satisfaire seront 

H = K — y\ A == h, 6F = 10/1K— 6 y’— Sh 

La première donne l’ellipticité du sphéroïde ; et on peut toujours 
prendre les indéterminées 11 et p de manière que les deux autres 
soient satisfaites. 

(262). 11 suit de ce qui précédé que, quelle que soit la loi de la 
profondeur de la mer, on a généralement 

a — S -I- St cos. A sin. A cop.® sin.® cos .(€'t — t— /t* — ®) -+- 
S2 cos. A 1 cos.® 1 cos. 2 (G't- -h /u — ®), 

S, Si, Sa, étant des suites finies de la forme 

s s 1 cos. A 1 -t- j 2 cos. A* etc. 
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Pour avoir la plus (grande élévation et le plus grand abaissement des 
eaux, il faut faire — o, ou 


Si sin.A sin.® sin.(6'f -4- — ®) h- 2S2 cos. A cos.® sin.2 (C'c -+* 

/u — <p) = [Si sin.A sin.® -4-4 Sa cos. A cos.® cos. (6'f-+- p — $>)] 
sin.(£'t -4- n — <p) = o. 

Ou en tire ces deux équations 
sin. (ê'r -4- fjL — ®) = o, 

Si sin.A sin.® -+- 4S2 cos.A cos.® cot.(S't - 4 - /u. — <p) = o, 


dont la première se rapporte à la plus grande élévation qui a lieu 
lorsque £' 1 -+- n — <p est égal à zéro ou à 180°, et par conséquent 
lorsque l’astre qui agit passe au méridien : l’autre équation donne 


cos .(£ ’ c -f- f* — <p) — 


— S 1 sin.A sin ♦ 

4 5a cos.x cos.+ ’ 


et est relative au plus grand abaissement. Ainsi dans la marée de 
dessus ( n° 2 1 3 ) 


a = S -f- Si cos. A sin. A cos.® sin.® -+- Sa cos.A 1 cos.® 1 ; 


dans le plus grand abaissement des eaux 

<r = S — -.)• _ Sa cos. A 1 cos. ® J : 

o 5 a 

la différence de ces deux valeurs, ou 

£ £S 2 cos.A cos. ® - 4 - sin. A sîn. ® ] *, 

est la différence de la haute à la basse mer que l'observation donne 
immédiatement. Dans la marée de dessous, 


a = S — Si cos.A sin.A cos.® sin.® - 4 - S2 cos.A 1 cos.® 1 ; 

d’où il suit que 2S1 cos. A sin. A cos.® sin.® est la différence des 
deux marées de dessus et de dessous , et que le rapport de cette dif- 
férence à celle de la haute à la basse mer est égal à 

S 1 5a co s.A lit». a et* ♦ tin.» 

[Sa cos. A cos. ® H- sin. A sin. ® ]' , 

quantité qui est nulle lorsque l’astre ou lorsque le lieu de l’observa- 
tion est dans l’équateur. 
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(a63). Nous avons déjà remarqué que plus on prenoit de termes 
des séries j,ji, etc. s', s'i , etc. moins la valeur de A différait de 
celle qu’on aurait trouvée en supposant que la profondeur de la mer 
fût par-tout la môme. Celte profondeur a pour expression y-H>'cos. A% 
quantité qui devient constante lorsqu’on suppose y 1 nul ; contentons- 
nous aussi de c pour £', qui en différé très peu, et l'équation du 
n“ 260 sera changée en celle-ci qui est beaucoup plus simple : 

cos. A’ ~ -t- cos. A sin. A — 2 B (4 — cos. A*) -+- A cos. A* = o. 

En y satisfaisant, il faudra prendre un assez grand nombre de termes: 
mais M.dc la Place remarque qu’on peut faire abstraction de la den- 
sité de la mer qui n’est pas bien connue, et qui d’ailleurs paraît être 
beaucoup moindre que la densité moyenne de la terre ; il croit donc 
qu’on peut absolument négliger les termes qui proviennent de AU 
(n° 256), et se contenter de 

g B — g A — — cos.^’ cos. A 1 . 

% 

On fera cette substitution dans l’équation précédente , et , pour 
abréger, 

lll _ b * T r °‘ — — i A = z cos. A’, et on aura 
*» s 

cos. A 1 ^7 — 3 cos. A sin.A^- -4-2 z (5 cos. A* — 4) ■+■ zi = o. 
Soit z = s -4- s 1 cos. A* -1- s 2 cos. A* -t- etc. 
les équations propres à déterminer s, si, s 2 , etc. seront 
ai — 8 s = o , 

8j2 — 5 ji -t - b s = 0, 

20i3 — 14^2 -I- bs 1 = o, 


(an’-t-an — 4) s(n) — (an* — n — 1) s(n — 1) -4-is(n — 2) = o. 

Si cette série devoit se terminer au terme s(n-t- 1), on aurait en 
outre 

(an* H- 3n) s(n) — bs(n — 1) = o, bs(/i) = o; 
conclusion absurde, puisque de s (n) = o on dre 

s (n — 1 ) — o. s{n — 2) = 0, etc. 

Mais 
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Mais s’il y avoit dans l’équation différentielle un terme de la forme 
— h cos. A 3 ' " + 31 ; alors la dernière équation serait b s (n) = h : 
il s'agit donc d’examiner si , quel que soit b , on peut prendre h de 

maniéré que le terme — h cos. A 3 + 2) puisse être ajoute sans 

erreur sensible à l’équation différentielle. Le moyen de s’en assurer 
est bien simple; car les équations précédentes, dont on exceptera 

b s (n) —h, donneront facilement les valeurs de s, ai , s 2 s («). 

La valeur de s (n ) déterminera celle de h, qui sera d’autant moindre 
que n sera plus grand ; elle serait absolument nulle si on pouvoit 
prendre n infini. 

(264). Les coëfficients a, si, etc. dépendent des différentes hypo- 
thèses qu’on peut faire sur la profondeur de la mer. Si on la suppose 
d’une aeini- lieue, on trouve que, dans les mers libres situées sous 
l’équateur, la différence entre la haute et la basse mer dans les syzy- 
gies est de 19 pieds ; ce qui est trop considérable. Il en résulte 
aussi que la basse iner a lieu lorsque les deux astres sont dans le méri- 
dien, et la haute lorsqu’ils sont à l'horizon ; au lieu que le moment 
de la haute mer approche beaucoup plus de l’instant du midi que 
de celui où le soleil est à l’horizon. Les résultats seront toujours con- 
traires aux observations, tant qu’on supposera la profondeur de la mer 
moindre que quatre lieues. Mais cette profondeur étant supposée de 
quatre lieues, on tire des calculs du 11° précédent que, pour tous les 
climats, l’instant de la haute mer est celui du passage des astres par 
le méridien, et que la différence de la haute à la basse mer, dans les 
mers libres situées sous l’équateur, est, dans les syzygics, de cinq 
pieds Si cette différence paraît trop considérable; comme les 
calculs précédents donnent des marées d’autant plus petites que la 
profondeur est plus grande, il faudra admettre une profondeur plus 
grande que quatie lieues. Voilà sur quoi sont fondées ces conjectures 
tics probables de M. de la Place , que la profondeur moyenne de la 
mer doit surpasser quatre lieues, et que dans les mers libres, loin des 
continents, et aux environs de l’équateur, la hauteur des marées doit 
être moindre de 5 pieds. C’est dans ce même mémoire qu’il fait la 
remarque importante dont nous avons déjà parlé; savoir que, dans 
les recherches sur la précession des équinoxes, il ne suflît pas d’avoir 
égard à l’action du soleil et de la lune sur la partie solide oe la terre, 
et que les eaux qui la recouvrent, agitées par les attractions de ces 
deux astres, peuvent influer très sensiblement sur ce phénomène. 

( 265 ). Sans l'attraction des deux astres sur le fluide , il scroit de- 

I-f 
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meure en équilibre ; et nous ne devons avoir égard qu’au petit chan» 
gement que produit dans la ligure de la couche lluide l’action de 
l'astre qui l'attire. Ainsi la pression et l'attraction des molécules 
fluides sur la surface de la partie solide de la terre sont , à très peu 
près, les mômes que celles d’un sphéroïde fluide dont le rayon scroit 
1 + as- (n° 242), moins celle d’une sphere de môme densité dont 
le rayon scroit 1 ; c’est-à-dire que tout se réduit à déterminer la pres- 
sion et l’attraction d’un sphéroïde qui a pour rayon 1 + «r, en 11e 
conservant que les termes affectés de a : encore même dans l'évalua- 
tion de a suffit- il du terme de O (n° a 52 ) 

2I sin.® cos. 4 ' sin. A cos. A cos.(e/ p. — p). 

La valeur de a que nous emploierons sera donc de cette forme 

CI sin.® cos.® sin. A cos. A cos. (et -+- p — p); 

et si l’on suppose que le sphéroïde terrestre est partagé en deux par- 
ties égales par l’équateur, il sera nécessaire que £ soit fonction de 
cos.A', ou une fonction qui 11e change point , quels que soient les 
signes de sin. A, cos.A, pour que les valeurs de <r, relatives à deux 
molécules semblablement situées de l’un et de l’autre côté de l’équa- 
teur, soient égales lorsqu’on change dans chacune le signe de la dé- 
clinaison de l’astre. Cela posé, il s’agit de déterminer l’attraction et 
la pression d’un sphéroïde fluide dont le rayon est 

r -t- a £ I sin. ® cos. ® sin. A cos. A cos. {et-Pp — <p ) : 

l’attraction se déterminera par des méthodes analogues à celles que 
nous avons données dans le chapitre précédent; quant à la pression , 
ayant nommé p la pression dans le cas d’équilibre sur un point placé 
à la surface de la partie solide de la terre, q l’attraction du fluide et 
du sphéroïde sur le môme point, dr l’élément de la direction suivant 
laquelle cette seconde force agit, on tirera de l’équation (A) (n“ a 3 i , 
a 33 ) , où l’on fera d’abord R 1 nul et R = 1 , et que par-là on chan- 
gera en celle-ci : 

P dx -+- Q dy - 4 - R</z — d.<fn = * [^r/A -+- CO s.A 'dp. 

-+■ 2 c cos. A sin. A Ç d A — du) — r — d • ( cos. A — 
«Ai sin. A) 1 ; 

on tirera, dis-je, de cette équation, dans le cas d’équilibre, 

— — d • (cos.A — «Ai sin.A)* = — dp — qdr. 
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Ainsi , faisant n = p -4- api , on a, à la surface du sphéroïde, 

( ' X "+■ CQS.A’r/ytt -4- 2e cos. A sin. A (^- r/A — dp) 
— D(ï(/A -4- Zcos.A dp) — IdO — (- dp 1 = 0. 

Mais , à la surface du fluide , la même équation ( b ) donne ( n° 245) 

d -jd- d x -+- cos. A 'dp -4- 2 e cos. A sin. A d A — ^ dp) 
— D (Yt/A -+- Z cos. A dp.) — I dO -4- gda = o ; 

partant ^ dp 1 = gd <r, si , varient peu de la surface du 

sphéroïde à la surface du fluide , comme cela est effectivement. Donc 
p 1 = g Aél sin.® cos.® sin. A cos.A cos .(et -4- p. — p). 

Cette force et celle d’attraction étant prises de maniéré qu’elle* 
s’étendent à toute la surface du sphéroïde, et étant décomposées 
convenablement , on trouve ce qu’il faut ajouter aux équations du 
11 3 1 37 pour qu’elles satisfassent à la condition que l'agitation des 
eaux de la mer peut influer sur la précession des équinoxes et la nu- 
tation de l’axe de la terre. En supposant la terre très peu différente 
d’une sphere, on n’écrira de Pi,Qi, Ri, que les termes qui ne sont 
pas affectés de A — 2 B, ni, n ; et nommant ?' l’angle que fait le 
méridien de l’astre qui agit avec le premier méridien, E une constante 
qui dérive des deux forces d’attraction et de pression étendues à 
toute la surface du sphéroïde, ou aura 

dÇ - 4 - cos. er/it = ad c, 

d(dn - 4 - cos.er/^) — alEr/f 3 sin.® cos.® sin.ip' sin.e = o, 
d’i H- sin.fr/ *d£ - 4 - alE dt* sin.® cos.® cos.®'= o. 

(266). Puisque la terre tourne à très peu près uniformément au- 
tour de son axe, ne diffère de e que de quantités de l’ordre œ; 
de plus ^ est du môme ordre : c’est pourquoi si , dans le terme 
sin.tr/ n , on met e pour et qu’on y regarde sin.f comme étant 
constant, on aura, aux quantités de l’ordre a* près, 

-+- en sin.e = — falEdc sin.® cos.® cos.?'. 

If ij 
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Pour les mêmes raisons la seconde équation devient 


d'n — cdidts\n.*-\-cos.td'Ç — alEr/i’sin.® cos.® sin. ç' sin.» = o,‘ 


où l’on mettra pour d' Ç sa valeur — cos. *d' « -H dtdn sin. », ou 
simplement — cos. td' w, puisque — et •Jj- sont l’un et l’autre de 
l'ordre * ; ce qui la changera en celle-ci : 

sin.»’ — c</« sin.» — a IEr/f sin.® cos.® sin.p' sin.» = o. 


En y substituant à dt sa valeur, et divisant par sin.» 1 , on en tire 


d‘ ■ 

FF 


-I - c 1 » 


e f * IF «h *ii» ♦ cot.* cm. » ' 
MU • 


* ! E sin.4 ros.t sin. t' 
sin. « 


équation dans laquelle on pourra regarder sin.» comme étant cons- 
tant, puisque nous sommes convenus de négliger les quantités de 
l'ordre et 1 , et que par conséquent il sera facile d’intégrer, lorsqu’on 
connoîtra I, sin.® cos.® cos.®', et sin.® cos.® sin.®' en fonctions 
de t. Or I ( n° 2 44 ) dépend du mouvement de l’astre, et pourra être 
supposé constant, puisque l’orbite est, à très peu près, circulaire; il 
ne nous reste donc que les deux autres quantités dont il faut cher- 
cher les valeurs. 


(267). Il est clair que 90° — ®' étant la distance du méridien de 
l’astre à l’équinoxe d’automne, cet angle, augmenté de 180“, exprime 
son ascension droite , et ® le complément de la déclinaison : et si l’on 
nomme p sa longitude, <7 sa latitude, l’une et l’autre rapportées à 
l'écliptique , on tirera des formules connues de la Trigonométrie 
sphérique 

cos.® = cos.» sin . q -t- sin.» cos . q sin. p, 
sin. ® sin.ip' = — cos .q cos .p, 
sin.® cos.®' = sin.» sin . q — cos.» cos . q sin./?; 
et par conséquent 

sin.® cos.® sin.$' = — ro%.<cm.<r ^ s j„ q ) — sin. (/? — </)] — 

♦in. « eut. 7 * »in a/» 
a > 

sin.® cos.® cos.ip' = [1 — cos .q'(i — cos. 2/0) J ■+• 

-- "t -- 1 - COS .q [cos. ( p -+-</) — cos. (/? — 9 )]. 
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Mais si l’on fait p = m c -+- ni tang. q = / sin; (nt -f- n ' ) , 
/ sera (n"i4>) la tangente de l’inclinaison moyenne de l’orbite, et 
(ni — n) t -h ni' — «'la distance moyenne du nœud ascendant : 
donc m — n est très peu considérable par rapport à ni ; et dans les 
termes affectés de / on pourra ne conserver que les sinus et cosinus 
de l’angle (ni — n) ch- ni' — n', parcequeces termes deviendront 
très grands par les intégrations. On pourra encore se contenter de 
sin. q = tang. q , en négligeant la seconde puissance de l ; partant 
on aura 

sin. O cos. ® sin. p' = sin. [(m — n) t ■+• m' — «'] — 
sin. 2{mH-m')i 


sin. ® cos. ® cos. p' = V' n V - [ C os. a ( m t -f- m' ) — 1] — 
/ cos.[(m — «)£-+- ni' — «'], 

Jdc sin.® cos.® cos . p = - ^ — - — t] — 

J a cos. 1 1 — I !>in. r ( rn — n ) 1 4- m 1 — u ' ] . 


A étant une constante arbitraire. En substituant ces valeurs, l’équa- 
tion qu’il s’agit d’intégrer deviendra 


c/* * 
di* 


‘■-«'i-C-i 


rl a coi. • 
m — n »i 11. 1 


rrr - i ) s>n.((«i — «)/-4- 

t- 1) sin. 2 (nu — /«')-+- e t cos. s — eAJ. 


( 268 ). On observera que (m — «)’ est beaucoup plus petit 
que e\ et qu’on peut négliger la première de ces quantités vis-à-vis 
de l’autre ; alors l’intégrale complété de l’cquation précédente sera 
(n° 3 a) 

sin.et-f- C cos. et -+- -+■ - J ‘ sin. [( /« 

— n) t H- m' — «'] — [-7^- -t- »] sin. 2 (ml h- m' ) -t- 
et cos. r — A}, 
qu’on peut réduire à celle-ci : 

B » . y t , sIF. f c/ cos. a • • r/ \ 

sm.c/H- C cos.cc -f- -7^- \-^zr- n -^TT Sm -C( m — n ) c 
m' — «'] — ~ cos. i sin. 2 (mi H- m') et cos.« — A}. 
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Mais nous avons trouvé plus haut 

ÿ- t -+- e» sin.» = ^ | cos.2 « sin. [(m — n) t-hm' — n'J — 

sin.» cos. * [ — t] — A}, 

ou, mettant pour »r sa première valeur, et négligeant toujours le» 

quantités de 1 ordre a", 

^ = c sin.» (B sin. et -t- C cos.ef) — { / cos.» sin. [(ni — n) t 

-t - m' — n'] — sin.» sin. 2 (mr -+- m') }; 

donc 

t = D — esin.t (B cos.cr — Csin.cr) -t- \~r^ cos.[(m — n) t 

-+• m' — n'] — 7^- cos.3 (nir -t- m') }. 


On a aussi Ç = b -t- a t — « cos.» ; et ces valeurs de » , » , <f, ren- 
fermeront six constantes arbitraires a, b, A, B, C , D, qu’on déter- 
minera par les conditions primitives du mouvement du sphéroïde. 

(269). Nous avons supposé que les valeurs précédentes de»,», 
étoient celles qui résultoicnt ac l’action de la lune ; pour trouver 
celles qui résultent de l’action du soleil , on fera dans les valeurs 
précédentes / nul, et on y changera les quantités relatives à la lune 
dans celles qui sont relatives au soleil. Si I' est pour le soleil ce 
qu’est I pour la lune , la précession moyenne des équinoxes, qui ré- 
sultent des actions réunies du solëil et de la lune, sera 


mais on a pour l’équation la plus sensible de la précession 


«1 1 E I cos. a 1 
xe ni — n sut. 1 


sin. [(m — n) t -t- rn' — n' J , 


•t, pour l’équation la plus sensible delà nutation de l’axe de la terre, 
— TT cos. t cos. [(m — n)r-f- m' — n']. 


Les variations dt , du, étant très petites relativement à d t, on a cru 
pouvoir négliger dans Pi , Qi , Ri , les termes multipliés par 

A — 1 B , m , n. 

Dans la solution du n° 14 1 , on a en outre négligé d'- t,d‘ n, <f»% d«'. 
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auprès de d t de, dit de, et on a réduit les équations à n’étre que du 
premier ordre. Cela a fait que les valeurs de «, «, trouvées dans 
cet article, n’ont pas renfermé le nombre suffisant de constantes ar- 
bitraires pour que la solution fût aussi générale qu’il est nécessaire. 
Ainsi les remarques que nous venons de faire sur les problèmes de 
la précession des équinoxes, et de la nutation de l’axe de la terre, 
seraient encore importantes, quand bien même on ne voudrait pas 
tenir compte des termes qui proviennent de la réaction des eaux de 
la mer. 

(270). En nommant R la densité, p l’ellipticité de la couche du 
sphéroïde , dont le demi petit axe est r, p 1 ce que devient p lorsque 
r = 1 , A la densité des eaux de la 111er, D la densité moyenne du 
sphéroïde, y' la quantité qui serait nulle si la mer étoit par- tout de 
la même profondeur ( n° 260 ) , on a 

E _ 4A>'pi — 2(a>'— -^) /Rc/V pr 5 

C 2 >'C‘ — Ir) — y] / Rrf - rS 

qui devient E = — , 

lorsque y ' = o , cas où l’agitation des eaux de la mer n’auroit 
aucune influence sur les phénomènes dont il s’agit. Ainsi la préces- 
sion moyenne des équinoxes, et la nutation de l’axe de la terre , 
lorsqu'on a égard à la réaction des eaux de la mer , sont à cette pré- 
cession et à cette nutation, lorsqu'on n’y a aucun égard , dans le rap- 
port de 

(27' — -y) /Rr/ • pr s — 2 A 7/ pi 

à [2>'(t — — y] /Ht/- pr\ 

Mais lorsqu'on considéré la mer comme formant une masse solide 
avec la terre , ce même rapport devient 

Ay' -t- /Rd. pr 5 ; /Rd- pr s ; 

en égalant ces deux valeurs , on en tire une équation qu’on peut 
mettre sous la forme suivante : 

(y'-t- pi) (10 D — 6 A) = 6 fRd- p r 5 — 6 A p 1 ~ D. 

Celle-ci est la même que l'équation qui résulte de l’équilibre des 
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eaux de la mer ( n° 198): il suit donc de ce qui précédé , que la terre 
étant supposée une ellipsoïde de révolution recouverte par la nier, 
la fluidité des eaux ne nuit en rien à C effet des attractions du soleil 
et de la lune sur la précession et la nutation , en sorte que cet effet 
est entièrement te même que si la mer formait une masse solide avec 
/* terre. 

Cette conclusion si remarquable n’est pas bornée à la seule suppo- 
sition de l’ellipticité du sphéroïde terrestre; elle a généralement lieu, 

Q uelle que soit la ligure de ce sphéroïde, comme M. de la Place l’a 
émontré dans un autre mémoire imprimé parmi ceux de l’académie 
royale des sciences, année 1777. 
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Remarques sur les méthodes d’ approximation dont on 
fait usage dans l astronomie physique. 

N o os avons vu, clans le second chapitre, que la maniéré d’intégrer 
l’équation qui doit donner le rayon vecteur de l’orbite d’une planete 
pouvoit être très inexacte, en introduisant dans l’expression de ce 
rayon des arcs de cercle ce qui le rendoit susceptible d’augmenter 
à l'infini. Si cette difficulté ne nous a pas arrêtés dans la théorie de 
la lune, c’est que la supposition qui fait disparoître les arcs de cercle 
est celle qui donne le mouvement de l’apogée de cette planete. Il est 
bien vrai que ce sont aussi les mouvements des aphélies des planètes 
principales qui introduisent des arcs de cercle clans les expressions 
des rayons vecteurs ; mais ces mouvements sont bien plus difliciles à 
déterminer que celui de l’apogée de la lune, pareequ’ils dépendent 
de la variation des autres éléments, et qu’il n’est pas possible de les 
calculer séparément pour chaque planete. Voilà ce qui a déterminé 
les géomètres qui ont travaillé sur le système du monde à s’occuper 
des méthodes d’approximation. Elles sont fondées sur l’intégration 
des équations linéaires dont nous nous sommes beaucoup occupés 
dans nos leçons de calcul intégral, et que nous allons rappclier en 
peu de mots. 

(2 dp). L’intégrale complété de l’équation linéaire du second ordre 
iL -i- M\y -4- N -4- p 1 cos.Pf -+• p 2 sin.Pf -+- etc. = o 
est (n° 3a) 

y =f cos.Mf -+• g sin.Mt — ^ — ptztüt (cos.Mf — cos.Pf) 
— p.^M. (sin. Mf — sin.Pf) — etc. 

Mais si P = M , on supposera pour un instant qu’ils different d’une 
quantité infiniment petite p (C. I. p. 25o), et on aura, en négligeant 
les infiniment petits du second ordre , 

P = M-t-p, P a — M'= aMp, cos.Mf — cos. P f = pf sin.Mf, 
sin. Mf — sin.Pf = — pfcos.Mf, (n° 1 5); 

Gg 
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13TRI 

0 K 0 M 1 1 

PH T S I Q 0 

partant les termes 

— P » 
P* — M 

r ( cos. M t 

— cos. Pr), 


— P* 
F* — M 

: ( sin. M t 

— sin. Pf ), 

se réduiront à 





— /»«/ 
aM 

sin. M C , - 

COS. M 


D'où il suit que si la proposée étoit 

ÿ-fM‘/ + N + /)i cos. Mt + /is sin. M t ■+• q i cos. Q t -4- 
q 2 sin. Q t - 4 - etc. = o , 
elle auroit pour intégrale complète 

y =ycos. Mf-t- g sin.Mf — ~ ^ sin.Mr-f- £^-cos.Mr- 4 - 

cos.Qt -t- sin. Q t -t- etc. 

Si l’équation proposée renfermoit un terme de cette forme 
( r 1 cos. R t -t- r 2 sin. R t ) t ", 

n étant un nombre entier positif; en nommant^' le terme dey qui 
en proviendrait , il faudrait que 

-t- M’/'-t- (ri cos.Rr-t- ri sin.Rr) c n = o. 

Or soit y' = (A t n -+- lit" — 1 + Ct"~ 1 + etc. ) cos.Rr -+- 
(A't”+B't"-' - 4 - C't n — 3 -4- etc. ) sin. Rf; 

ayant fait cette substitution dans l’équation précédente , on égalera à 
zéro les termes qui seront affectés de la même puissance de t, et met- 
tant pour R 1 — M 1 , on aura 

— fA. A —h r î = 0, — /iB-M «RA' = o,' 

— fiA'-t- ri = o, — yuB' — 2 n RA = o, 

— /u C -t- 2 (n — • 1 ) RB' - 4 - n(n — i)A = o, 

— pC — a (n — 1 ) RB - 4 - n (/r — 1) A' = o, 

— yuD -4- 2 (n — 2) RC' H- (n — r) (/i — 2) B = 0, etc. 

— /*D' — 2 (n — 2) RC - 4 - (n — 1) ( n — 2) B'= o. 

Au moyen de ces équations on trouvera facilement A, A', B, B', etc. 
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Si le terme de la proposée étoit ( r 1 cos. R t -H r a sin. R £) r, le terme 
correspondant de y seroit 


(A t + B) cos.Rr — t- ( A f t -+- B * ) sin. R r, 
où A = A' = - , B = i^ï, B' = — îiü. 

Lorsque R = M, ces équations ne donnent rien ; mais dans ce cas 
on fera 

y' — ( at” + 1 -+- b t” -+- et” — ' -+- etc.) cos.Mr-f. 

( a't ” + • -+- b't” -+-c't” — 1 -+- etc. ) sin.Mf, 
et, au lieu des équations précédentes, on aura celles-ci : 

— iM(n -+- 1 ) a - 4 - n = o, 
aM(« -+-i)fl'+ r î = o, 

— îMi -f- (ri -h î ) a' = o, 
sMi' + fs-f î ) a = o, 

— îMc + nb’ = o , etc. 
sMc'+ nb — o: 


ainsi le terme de la proposée étant (ri cos. Mt -+- ri sin. M t) t, 
le terme correspondant Je y sera 

(at* -t- bt) cos.Mf -h (a 1 1 1 -+- b't) sin. Mr, 


^ ra ^ f — ri ^ 


4-M 


4 m 


4 M- 


b’ — 


4M- 


(270). Cela posé, nous nous proposons de faire usage de la mé- 
thode des substitutions successives (n° 6 o) pour intégrer par approxi- 
mation l’équation du second ordre 


(A) ^jr -t- rn'y apy 1 -+■ et'qy' -+- etc. = o, 


dans laquelle m , n, p, q, etc. sont des constantes, et a un coefficient 
très petit. On négligera d’abord les termes aflcctés de a, et on aura 
pour première équation approchée 

-+- m 'y ■+" n =-°. 

qui a pour intégrale complété 


a 3 <S ASTRONOMIE PHYSIQUE, 

des deux constantes arbitraires f et g, l'une exprime la valeur de y,' 
l’autre celle de -f , lorsque e = o. On mettra cette première valeur 
de dans */>/’, en négligeant a 1 q y i ; et, à cause de 

(/ cos . m e — 4 " g sin. me)’ = h cos.îmr -+- fg sin.2 me -t- i, 
en faisant , pour abréger, 

f ~ h , - + -— = i , on aura 

a * a 1 


^fc-*r-Tn'y-‘rn-\-ap[i -\-!^ — ( fcos.mi -h g sin.m f) -+• 

h cos. a rn r -+- fg sin. 2 m r] = o, 

qui, étant intégrée comme nous l’avons enseigné dans le n° précé- 
dent, donne 

y = f cos. me -h- g sin.m t —, — -t- ^ ( — / sin. m t 

J J ° m* «t* \ m* y m* \ m 


— — t cos. m t -f- 


h cos im/-f fg vin. a m / 




Si , t pouvant croître à l’infini , y ne doit pas passer certaines limites, 
la valeur que nous venons de trouver est fautive à cause du terme 

— t (/sin. mr — g cos.mr); 

mais il ne dérive que celui-ci de l’équation différentielle 

— (y cos.mf -h g sin. me) : 


d’où il suit que tout se réduit à préparer l’équation différentielle de 
maniéré qu'elle ne renferme pas les termes qui ont pour facteur 

cos. m/, sin. me (n° 58 ). 

(271). Pour cela nous supposerons y =y'-+- K -f- a'I; 

K, H , 1 , étant des constantes indéterminées, et_y' une nouvelle va- 
riable ; nous aurons, en négligeant les termes atfectés de « 5 , et fai- 
sant, pour abréger, m 1 -t- 2 a pK -t- a’ ( 2 -t- 3 q K") = /**, 

n-t-m’ K=A, m’H -t- /)K’ = B, m’I-t- 2/>KH -+- ÿK 3 = C, 

—H p'y'-h A -+- a (B -t- py (1 ) H- *’ (C -f; 3 q Kj; ,s -+- 

‘ ?/’) = o-, 
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La première valeur de y* sera 

y' = f cos. pt H- g' sin. pt — A?; 

substituant cette valeur dans le terme apy et négligeant ceux qui 
sont affectés de *% on changera l’équation transformée en celle-ci: 

•L 2 L -+- ^ y< -+- A -t- a B -+- a p [ j' _ iA (/' cos.ju t -4- 

g' sln.pt) —H h' cos. a pt f g’ sin. 2 pt~\ = o, 

Où A' = £ l=£l, i' = £l±il. 

a ' a 

Il suffira de faire A = o, pour qu’elle ne contienne pas de termes 
multipliés par cos. p t, sin. pt; alors elle devient 

< ‘-^r -4- p'y' -+- a B -4- ap [j'-f- A ' cos. 2 /u r -4- f g' sin. 2/*/] = o,' 

dont l’intégrale est 

y ' = /’ cos.pt - 4 - g'sin.ytif — a n + J p - 4 - jp (A' cos. 2 pt -4- 
/' g' sin. 2 pt). 

L’équation A — o donnera K = — ^7 ; et comme dans cette pre- 
mière approximation on pourra se contenter de /u , = m’-4- 2<ipK.,on 
aura p' = m’ — : quant à l'indéterminée H, on la supposera 

nulle, et B sera = ; ainsi , aux quantités de l’ordre a‘ près, 

/=-£-+- /• 

(272). Pour pousser plus loin l’approximation, il faudra substituer 
la valeur précédente dej' dans les termes apy'‘, Za^i/Ky'*, a'qy'*, 
de la transformée , et négligeant les quantités qui se trouveront affec- 
tées de a’, on aura 

(/' COS.pl -4- g' sin.MO -4- a. (p -4- 3 aÿK) ( A' C 0 S. 2 /U* - 4 - 
fg'sm.ipt-p ï) -4- *’ ( 3^7 -4- - 7 ) C(A' — g 1 ')/’ cos.3pc 

■+■ (A'-4 g’ sin.3yt<f] = o, 

où il faudra égaler à zéro le coefficient de f cos. pt -t- g' sin. pt; ce 
qui donnera 
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B = - '' (t - H?)* Mais B = + 

donc H=s — (§.£-&).’ 

En substituant cette valeur de II dans celle de f*', on pourra mettre 
pour “7 sa valeur approchée 1 , et on aura 


fj.' = m' — 




On pourra supposer I nul; et, continuant de négliger les quantités 
de l'ordre a\ on trouvera 


(\± * F' N 

m’ ^ i j/n* / 



Cela fait, on intégrera l'équation différentielle qui donnera une nou- 
velle valeur de y\ laquelle ne contiendra, comme la précédente, 
que des cosinus et des sinus d’angles, et le problème sera résolu , aux 
quantités de l’ordre a’ près. 

(273). Si la méthode des substitutions successives avoit besoin 
d’ètre éclaircie , nous dirions qu’elle se réduit à supposer 


y — y' -¥■ au - 1- «Vh- «’ w etc. 


y', u, v, tv, etc. étant des indéterminées quelconques; A substituer 
cette valeur dans l’équation différentielle, où l’on pourra ensuite 
égaler à zéro les termes de même dénomination , ou qui sont affectés 
des mêmes puissances de a, puisqu’on n’aura de cette maniéré qu’ au- 
tant d’équations qu’il y a d’indéterminées. Pour intégrer l’équation 
(A) par celte méthode, en ne poussant pas l’approximation au-delà 
des quantités de l’ordre a ‘ , 011 fera =y' -t- au -+- a’v, et, cette 
valeur étant substituée, on égalera à zéro les termes de même déno- 
mination ; ce qui fournira les trois équations 

-t- m'y' -h n = o, 

~j~. — h m‘ u - 4- py 1 ' = o ,' 

7377- -4- m* v 2 py' u -+- tjy n = o. 


La première a pour intégrale complété 

y' = f cos . mt -+- g sin .nu — -£7. 
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On fera cette substitution dans la seconde ; ce qui la changera en 
celle-ci ( n° 270) : 

m 1 u H- /? (/ -4- p -t- A cos. 2/ni — t— fg sin. 2 mt — 

££ {f cos. mt -t- g sin. mt)) = o. 


En l’intégrant , on n’aioutera pas de constantes arbitraires qui sont 
déjà renfermées dans la valeur dey', et on aura 

u — H — (— t sin . mt — — t cos. nt + 

m‘ \ m* J m* \ n» m 

h co» imf + f f tin. a mt\ 

* /* 

On cherchera les valeurs dey' u, y n , qu’on mettra dans la troisième 
équation ; et après avoir fait , pour abréger, 


+- 39 ) = i\ 

^ + 7)/=/'. 
(Tr + ï)f = ff'< 


a n p* 

( 

m * 

V 

2 P % ( 

■s 

\ 

,1 

* ( 

a i 

m 9 \ 

St 

h — fi 

* 

a 


*+/• 

a 


on aura , pour déterminer v, l’équation 

-+- m’v-t- e — A' (feos.m i-f-g sln.mt) — 1' (A cos.amr-f- 

fg sin. 2 m t) h- /' cos. 3 /n/:-t-g' sin. 3 /n t -h 2 ”f '■ [A sin. 2 mf 

— fgcos.2mt — -£7 (f sin. ml — £ cos./n t) ] = o. 

Indépendamment du dernier terme, qui a pour facteur t, l’intégrale 
de cette équation est 

v — — -£t -l- 7^ (/sin.mt — £ cos.mt) — ^ ( h cos.arof-t- 
fg sin. 2 ih f) -t- i ; 


il nous reste à trouver les tenues de cette intégrale qui doivent ré- 
sulter de ceux que nous avons négliges dans l’équation différentielle. 
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Or, de (/i sln. 2 mt — f g cos. 2 mt) t, il résulte 

<*« -3 ï) TiS 1 - (/*' + 5=) 

et de {/ sin./w t — g cos mt) t, il résulte 

<*<■-£)'- t? + (/«■-*. 2)=^, 

ainsi le terme qu’il faut ajouter à l’intégrale trouvée est 

T& U ht — l£) cos -* mc ~ (f 6 ‘ -+-T=) sin.amf — 

US 1 '— 4) s!n - ,nf (/*’-*-£) cos. mi)]. 

( 274). Pour intégrer par la même méthode les deux équations 

^7 -4- -t- a (Mz cos.pt - 4 - N ^ sin.pt) = X, 

^ - 4 - tz* z -t- a (P_y cos.pt - 4 - Q ^ sin.pt) = Y, 

où m, n, p, M, N, P, Q, sont des constantes, et X, Y, des fonctions 
de sinus et cosinus d’angles multiples de t , en ne poussant pas l’ap- 
proximation au-delà des quantités de l’ordre a’, on fera 

y — y' -t- «r -t- a’s, z = z' -t- a.r -4- a’u; 
et si X = X’ -4- aR -4- a 1 S, Y = Y 1 -I— a U -4- a 1 V, 

on tirera de cette substitution les six équations suivantes : 

£•' •+■ m'y' = X', ^-t- «V = Y', 

-t- m’ r-4- Mz' cos.pt - 4 - N sin.pt = R, 

^ -4- n’x -4- P/' cos.pt - 4 - Q ^7 sin.pt = U, 

-4- m - 4 - Mx cos.p t - 4 - N ^7 sin.pt = S, 


d‘u 

dt‘ 


n* u -4— P r cos.pt -t- Q -57 sin.pt = V. 


Les deux premières ont pour intégrales complétés 

y’ = f cos. mt-\-g sin .mt -4- ■ m '”‘ yX' cos./nt • dt — 
ta ' ”‘ /X* sin. mt - dt , 

z' = h cos.nt -4- i sin. nt -+- yY' cos.tii • </f — 
f\< sin./it • dt. 


On 
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On mettra ces valeurs dans la troisième et la quatrième ; et avant 
intégré sans ajouter de constantes arbitraires, puisqu’elles sont déjà 
renfermées dans les valeurs de/' et z', on en tirera 


/{Rcos.mt— [A — [“±Ü (cos . (m -h 

n -f- p) cos.(m — n — /?)H ( c0 $-( m -f- n — p) t 

•4- co s. (ai — n -4 -/?) t)] — ^ ^ (sin. (ai -+* 

n -+- p) t — sin. (ai — n — p)e) -t- M ~~ " ^ (sin. (ni 4-n — p ) t 
— sin. ( ai — n H- /»)/)]} de — ■ co '-” - f [ R sin. me — 
[A — .m.'.'rf' j |~ M±? N (sin.(ai4-n4-/>)f 4-sin.(m — < 
n — p) t) 4 - M ~ " N (sin.(m 4-/1 — p) e -t- sin. (ni — a-t-/7)t)] 

+ [1 + ; J L ^ ( COS. ( al 4- « 4- /7 ) f 

cos. (/a — « — /? ) t ) 4 - — ~ ” N ( cos. ( m 4- n — p) e — 
cos. (/a — a -t- p) e) ] } de, 


x = ^p /{U cos.af — [/- [E±J=2. (cos. ( / 


n-t-p) <-+-cos.(/a — a 4 -/ 7 ) e) 4 - p . m (cos.(ai4-/i — /*)> 
Hh cof.(m — a —p) t] - [£-t- /«'”•»>*] (s i n . (m 

n+/i)t 4-sin.(ai — « 4-/i) r) 4- P ~ w<j (sin. (nt4-/i — ys) r 
H- sin. (ai — n — p ) t ) ] } de — f { U sin. a f — 
f/— /X [- ± 4 - <j> (sin.(ai-+- «h-/i) e — sin.(ai — 

a-+-/j) t ) 4- (sin. (ai 4 - a — /7) t — sin. (aï — n — p) r)] 

; = J (cos. (ai 4 - a 4-/7) r — 


-+- C s — 

cos. (ai — n 


P ) O 


P — i»q 


(cos. (ai 4 - n — p) t — 


cos. (ai — n — p) e) ] } d e. 


Par des calculs analogues , on trouvera les valeurs de s et u , et on 
pourra pousser l’approximation plus loin s’il est nécessaire. 

Hh 
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(275). Supposons y' = 0, et R = cos. •/, nous aurons 

M — nS 


cos. n A r M -f jiN / . v- 

r = — , — — ■ . cos. ( n H- p \ t 

/« — r a L m* — (m -f - py ' r * 


"** — { n — /»)• 


cos. (n — p) 0 — T [ , 7 , - . sin -(« -*-/»> 1 


M-nN • , » 1 

sm.(« — /»)«]. 


Si /n — « ne différait de p que de quantités de l’ordre a, comme 
cela arriverait dans les théories de jupiter et de Saturne, le terme 


M -H n N 
«• — (« +/'>• 


COS.(/I - 4 - p) t -+- -j sill.(/I - 4 - p) t] 


ne serait plus de l’ordre et ; il appartiendrait à la valeur de y’. Faute 
de cette attention, on pourrait négliger, comme étant de l’ordre a’, 
des termes qui 11e seraient que tic l’ordre a’, ou de l’ordre a, ou 
même qui devraient entrer dans les premières valeurs dej et z. Mais 
on surmontera aisément cette difficulté eu poussant l’approximation 
assez loin pour les découvrir. Il n’en serait pas de même si m — n 
et p, au lieu d’être à -peu -près égales, l’éloient exactement, ou si 
l’on avoit /;(’=»’; alors la valeur de r contiendrait des arcs de cercle 
qu’il faudrait faire disparaître. M. de la Grange, qui a le premier vu 
cet inconvénient de la méthode que nous venons d’exposer, lui en a 
substitué une autre qu’il a développée dans le troisième volume des 
Mémoires de Turin, et dont il a fait depuis lin très bel usage dans sa 
pièce sur les inégalités des satellites de jnpiter. M. de la Place, dans 
ses recherches sur le système du inonde {Mémoires de l’académie 
royale des sciences , année 1772 et 1777), emploie les substitutions 
successives ; mais il donne un moyen très élégant de se débarrasser 
des arcs de cercle, en faisant varier les constantes arbitraires. Nous 
commencerons par la méthode de M. de la Grange. 

(276). Nous prendrons toujours pour exemple l’équation (A), 
de laquelle on tire, en la multipliant par 2 dy, et intégrant ensuite, 

(B) ^ -+- m’y’-f 2/ij-t- ^ y 3 -*- ~z~ y* * 4 ~ etc. = c. 


Soit^’ = «, _y 5 = v, etc. et par conséquent 


tt* 11 
di‘ 
il'v 
ét' 
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En n’allant pas au- delà de la seconde puissance de *, l'cquation (A) 
deviendra 

-+■ m* y -\r n •+• a p u -H a' q v — O. 

Cette même équation, multipliée par 2 y, et ajoutée à l’équation (15) 
multipliée par 2 , donnera 

-jTT -4- 4 m ' u ■+• 6ny -+- ^ *pv = 2 C, 

où l’on a pu négliger le terme affecté de a', puisque u est déia mul- 
tiplié par a dans P équation (A). Cette équation (A) , multipliée par 
3 y‘ y et ajoutée à l’équation (15) multipliée par 6y, donnera 

■^r -4- 9 in “ e -t- 1 5 7 1 u = 6 cy , 

où, pour les mêmes raisons que ci-dessus, nous avons négligé les 
termes affectés de et et a'. Nous aurons donc, entre les trois varia- 
bles y, u, v, trois équations du second ordre, intégrables par les 
méthodes connues ( C. I. n° 5o ). On multipliera la première par 

Ile" dt, la seconde parle*'</f, la troisième par K e’' 1 dt, H, I, 
K et A étant des constantes indétermmées ; et, les ayant ajoutées en- 
semble , on aura 

(H ^ I ^ H- K ^ Zr/t) = 0 , où 

Z = (m’H -+- 6 ni — 6 cK)_y-t- 7 iH — 2 cln- («/>II -+- 4 tti’ I 
-t- i5tiK) u -+- (a’t/II -t- y api -h p. 

Cette équation a pour intégrale complété 

*“(h£-hi£-4-k£)-4-s = o, 

S étant une fonction indéterminée de y , u , v, c ; partant 

c'hdt = Ae 4< ( Hdy -t- Idu -4- K dv) -4- c IS, 
d’où l’on tire 

S = — Ac** (H/ - 4 - lu - 4 - Kp) -4- T, 

T ne devant renfermer de variable que c. En comparant les deux va- 
leurs de dS , on a 

dT = e u (Zrfr-t- A* (H y - 4 - lu - 4 - K.v) dt), 

Hhij 
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dont le second membre ne doit pas renfermer^, u, v ; de plus on ne 
doit point en tirer de relation entre ces variables j on a donc néces- 
sairement les trois équations 


g-HA>H = 0, 


+ A'I = o, ~-+-A’K = 


Jo 


qui serviront à déterminer H , I, K et A. Donc 

r/T = («Il — 2 cl) , et T = " H ~ 3rl c kt -+- constante ; 


donc l'équation dont il s’agit a pour intégrale première complété 

(C) e“ [H £ -+- 1 ^ K. £ — A (llj -+- lu H- Kv) -t- 

,,h 7” 1 ] = const. 

(277). En supposant que ^ soit de l’ordre «, et de l’ordre *% 
I devra être de l’ordre «, et K de l’ordre a\ Si l’on suppose 1 = «HA, 
K = a’ IIB , on aura les trois équations 


A ! -f- m’-t- 6 a («A — «cB) = o, 
p -+■ A ( A 1 -t- 4 rn ’ ) -+- i 5 a riE — o , 
<7 — t— p A — t- B ( A 1 -f- 9 m’) = o ; 


on en tirera A = = — m 3 — 6 a («A — «cB), 


et par conséquent 

p -+- 'im’A — 6 aA(nA — acB) -+• i 5 a/iB = o,’ 
q -t--f pA -+- 8m’ B — 6 «B (nA — acB) = o. 

Mais B étant déjà multiplié par *% on pourra négliger dans la seconde 
équation les termes affectés de «, et y mettre pour A sa valeur appro- 
chée ^ , tirée de la première ; ce qui donnera 



de même A étant déjà multiplié par a, on pourra négliger dans la 
première équation le ternie affecté de «% et, dans le terme affecté 
de a, mettre pour A 1 sa valeur approchée ^7, d’où l’on tirera 
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— A ^ T- — ; donc 

i« 4«' \ a 9 «i* / 

_.i . »«"/’ «*»* i7P' A »’t /îf S/-‘ \ 

m * a«' \ i 4/a*/ im’ \ a 4 /«'/* 

V 1 L" 1 ra J ^ m* V.8 J 8<«VJ 


Ces deux valeurs de A étant substituées successivement dans l’équa- 
tion (C), on aura deux intégrales premières complétés, au moyen 
desquelles il sera facile de trouver 1 intégrale finie : auparavant nous 
mettrons l'équation (C) sous cette forme: 

e x * t(i -+• a a A -t- 3 a’B/ 1 ) — A (/ -f- «A/ 1 -!- «'B/’) ■+• 

= const. 

où nous déterminerons la constante arbitraire de maniéré que/ =/> 
et •— = g, lorsque t = o. Soit fait, pour abréger, 


( 1 - 4-2 a A/ - 4 - 3 a’B/ J ) g= G, 
/-+- ttA/ 1 -t- a-B/’ — n - -j; r '> = F, 


cette constante sera G — FA; et supposant A = zt A'/ — î, on 
aura pour intégrale finie 

y+«Ay*+ «* 


G— — 1 „ — A Y y/ — 1 
“» — 7“ C 

3»V — 1 


i*V-i 

G 


= (C.I.p. *77) 77 sin.AV -f- F cos. AV. 

Pour tirer de cette équation la valeur de/, nous supposerons 
/ = V -t- »U -4- *' W, 


V, U , W, étant des variables indéterminées ; et égalant à zéro les 
termes qui seront affectés de la môme puissance de a, nous aurons 


V — — -j-77 —4- -^7- sin.A'f —t- F cos. A f z, 
U = — AV 1 , 

W =s — a'ÂVU — BV'. 
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tirée de l'équation (B) : cette substitution faite, on s’assurera aisé- 
ment que ce résultat est absolument conforme à celui que nous avons 
trouvé plus haut. 

( *78). Nous nous proposerons encore ces deux équations 
% - 4 - m'y H- a (M: cos.pt -t- N ~ sin.pt) = X, 

^ + n ’ î + «(P/cos.pt-f-Q sin.pt) = Y, 
que M. de la Grange intégré de la manière suivante. Il fait 

y cos.pt = <7, y s\n. pt = r, y cos. 2 p t = s, ys\n.ipt=u , 

2 cos.pt= 7 T, Z sin.pt = p, zcos. 2 pc = <r, zsin.2pt = ,, ; 
d'où il tire 

J cos.pt =%+ pr , £ s in. p[ pe/ ' 

-J- t cos.2 pt— ~ -4-2 pu, Ü sin.npt= ^ — aps, 

~ cos.pt = £ -+- pp, £ s in •/>' = £— p*-, 
^cos.2 pt= ^-t-apv, sin.2pt= il — apc, 
%cos.pt =&-h 2 P £- p > 9 , 

% sin.pt =£_ 3 p£_pv, 

C0S - 2 / ,i = 7F "*■ 4p ^ — 4 p*e, 

^sin.2pt = ^_ 4 p£i_ 4 ^. tti 

cos.pt = £-f- 2 p£-p’,r, 

% sb -/> f =£-*/> £-p* P , 

■377 C 0 S. 2 pt= - 4 - 4 p 37 4 p*<r, 

sin. 2pt= 4/» 37 — 4f>V. 

On aura donc d abord , au lieu des deux proposées, ces deux- ci : 
%-f-m'y-i-a [(M — Np) w -+- N = X, 

« 3 z-t- «[(P — Qp ) 9 -t-Q£] =Y. 
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Les deux proposées étant multipliées successivement par cos.pt , 
sin./ir, donnent 

7F *+■ 71 •+■ ~ /O 9 -+- f [Ms H- (M — a/iN) tr-f- N £] 

— X cos.pt , 

ïïT — 2 /’ 71 -+- <«’ * — A»’) ' ■+■ f [(■ M — 2 />N) v -t- N — £)] 
= X sin./if, 

£ *P 71 ■+■ («*■ ~ /O » ■+■ f [ P / ^ (P' VQ) *■ H" Q £] 

= Y cos .pt, 

= Y sln.pt. 

Les mômes étant encore multipliées successivement par cos. 3 p t , 
sin. 2/j t, donnent, en négligeant les termes affectés de a, ces quatre 
autres équations : 

7 F ^P 77 ( m * — 4/0 * = X cos.2 pt, 

7F — 4 P 7 7 “+■ ( TO ’ — 4/0 «= X sin.2/>t, 

4 ^ -37 — («’ — 4 / 0 *= Y cos.2 p t, 

7 F — l/’ï7 + («* — 4/0 v = Y sin. 2/7 1: 
pour les dix inconnues , voilà dix équations qu’il s’agit d’intégrer. 

( 279 ). On les multipliera respectivement par les coefficients 
A, B. ... K, et, les ayant ajoutées ensemble, on aura une équation 
qui, étant multipliée par c" dt, et intégrée ensuite, donne 

•“[ A î + B î + CS+Dj + Eè + Fj + Gj + 

où Z = X(A -4- C cos .pt -t- D sin./>r- 4 - G cos.a pt -h 11 sin.2 pt) 
*+■ Y (B -t- E cos .pt h- F sva.pt -4- I cos.2 pt -4- K sin. 2p t). 


V 
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Quant à S, il est tel que 

dS=e K ‘ { — (AA — •f-FQXr— (AB — fDNjt/j — (AC 
-+- 2 pD) dq — (AD — apC — “ BQ) dr — (AE + 2pF)rfT 

— (AF — apE — a AN) «/p — ( AG -4- 4 P H *+■ T PQ ) dt 

— (AH — 4 pG — -j- EQ) du — (Al -t- 4 /*^ ■+■ ~z ^N) 

— (AK — 4 pl — f CN) dv -t- [(Am* H- f EP)/ -t- (B/t* 
- 4 - A CM) z -+- (C(m* — p*) — «B (P— /»Q))?+D(«' 
_ >) r -h ( E ( /i* — p* ) - 4 - a A ( M — pN ) ) w -h F (n* — p') p 
-4- (G (m*— 4 P’)-*- ^ (P — a^Q))j-*-(H(m*— 4 /»’) 
- 4 -^ (P — apQ)) u-t-(I(/i*— 4/» , )-+- : r (M— *f>N))<r 
-4- (K (/t* — 4/>*) H- — (M — 2 pN)) v] c/f } ; 

partant 

S = c” [— (A A — f FQ) y — (AB — A DN) z 

(AK — 4 pi — ^-CN)r)+T, 

T étant une fonction «le 1 et de constantes. On en tirera une valeur 
de d S qui, étant comparée à celle «jui précédé, donnera 

d'Y = e‘* [ ( A (/n* -4- A*) -+- -ï- (EP — AFQ))/ -4- (B («’ -4- A*) 
-4- -1 (CM — ADN)) z -t- (C (m* — p* -4- A*) - 4 - aApD 

— a B (P — pQ)) q - 4 - (D (m* — p' - 4 - A*) — A ('apC 
-4- <*BQ)) r- 4 - (E («*— p' -4- A*) -4- 2 ApF -4- «A (M — pN))sr 
-4- (F («’ — p'-+- A’) — A (2 pE ■+■ a AN)) p -H (G (m* — 4 P* 
-4- A 1 ) -4- 4A/7II -4- -î- (EP -t- Q (AF - 2 /»E)))j + (H (/»* 

— 4 p' -+- A*) — 4A^G -f-f (FP— Q (AE -4- 2pF)))u 
- 4 - (I (n* — A P* "t~ A*) -4- 4 ApK -4- — (CM + N (AD 

— apC))) cr -4- (K (n* — 4 />* -H A*) — 4 Api +^(DM 
■ — N (AC -4- apD))) «>] dt. 

Comme T ne doit pas renfermer/, z. . . . v, et qu’on ne doit tirer des 
calculs précédents aucune relation entre ces variables, on égalera à 

zéro 


V 
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zéro les coefficients de/, z v, dans la valeur de rfT ; ce qui 

fournira autant d’équations que d’indéterminées A, B K; on 

en tirera de plus <li = o, et T = constante. 


(280). Ayant multiplié la quatrième de ces équations pardr y/ — 1 , 
on l’ajoutera à la 3 ', et on aura 

( 1 ) O’ — (p A v/— O’] (C±D/-i) = 

«B [P— Q(/>;pA,/— 1)]; 

en opérant de la même maniéré sur la 6 ’ et la 5 ', sur la 8' et la 7% 
sur la 10' et la 9', on en tirera 

(2) [«* — (/>±A'v/-i)'] (E±F/— 1) = 

— *A [M — N(/)±A/ — 1)], 

( 3 ) .. ; . O* — (a/>±A v/— 1)*] (G ± H \/ — 1) = 

— ÿ(EztF y/—i) [P — Q(r/)±Av/-i)], 

( 4 ) [fi*— (a/> ± A v/— 1)*] (I ± K v/— 1) = 

— -A (C± D v/ — 1) [M — N (a/>± A — 1)]. 


Quant aux deux premières, elles donneront deux valeurs de A'; 
savoir : 


, . xFQ — EP 

— m « ,A ’ 


— n' -t- a. 


>DV — CM 


que nous désignerons par — (Ai)% — (As)’, et nous traiterons ces 
deux cas séparément. 

i°. En mettant dans la seconde équation pour A 1 sa valeur tirée de 
la première , elle donne 


aB = — 


CM + DNuy/— 1 

(Al)» 


qu’on mettra dans l’équation (1), de laquelle on tirera 


C ± D s/— 1 



a 


CM -f. DNai y/— 1 P — Q (p ± M > 

«'-(AI)' »«* l/t± Al)*' 


A cause de l’ambiguité du signe, cette équation équivaut à deux qui 
donnent C = o, D = o; donc B = o; on a aussi I = o, K = o, 
à cause de l’équation (4). On tirera des équations (2) et ( 3 ) 


E±F y/ — 

G + Il/- 


1 


«A _ M-Nf^»,) 
^ »i J‘ ’ 


» = — t (E =t F v/— 1) 


p— 9 tl/> + » o 
m‘ — (v + u)" 

li 


s5o 
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au moyen desquelles on déterminera E, F, G, H; et il faut remar- 
quer que E, F, étant de l’ordre a, G, H, sont nécessairement de 
l’ordre a\ 

2°. En mettant dans la première équation , pour A 3 , sa valeur tirée 
de la seconde, on a 


2 A = 


a • 


FP -f FQ > i y/ — i 

W* ( A. J ) ' * 


et cette substitution étant faite dans l’équation (2), on en tire 

P _J_ p , EP-f-FQn y^~ ■ _ M — N (p y >1) 

— * V 1 a * in 1 — (1 aj‘ ’ — ’ 


qui donne séparément E = o, F = o ; donc A = o. A cause de 
l'équation ( 3 ), on a aussi G = o, H = o ; mais on lire des équa- 
tions (1) et (4) 


C ± D y/ — 1 = «B 


P — Qfp±-n> 
"»■ — 1 /> ^ >.*)' ’ 


I ± K y/ — l 


-i(C±D v /-i) 


M — N f ip + » a) 
«* — ( >»)■ ’ 


qui serviront à déterminer C, D, I, K. On remarquera que C, D, 
étant de l’ordre a, I , K , doivent être de l’ordre a 3 ; ainsi G, H, I, K, 
étant de l’ordre a 3 , on a pu négliger dans les quatre dernieres équa- 
tions du n° 278, dont ils sont les facteurs, les termes déjà multipliés 
para. A cause des deux valeurs dc.A 3 ,on a deux séries de coëfliaents 
A, B, etc. qui, étant substituées successivement dans l’intégrale pre- 
mière trouvée n° 279, donneront deux équations entre/, z, —■, 777 , 

et des sinus et cosinus d’angles multiples de t. En égalant dans cha- 
cune les termes réels aux termes réels, et les imaginaires aux imagi- 
naires, clics en fourniront quatre au moyen desquelles, ayant éliminé 

S7 > 77 > on trouvera les valeurs complétés de / et z. 


(281). Nous nous arrêterons plus long- temps au cas où m — n 
différcroit très peu de p\ et pour exprimer cette supposition, nous 
ferons 

p — h — i , m — h a. m', n = i -f- an', 
et ni — n — h — i -h a ( m ' — n'y. 


Gela posé, soit — Ai = h -4- ap ; nous aurons 

m’ — (Ai) 3 3= 2 ah {m' — p) -t- — p'). 
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et par conséquent ces trois équations 

2. h (m'—f*) -+- a (m'’— /*’) = — jL [EP-f-FQ(A-+- *n) v/— i], 

r -+. P ,/ , - A . M-N |*-i±(t + «yl) 

V (j -+- *«V — [A — i ± (A -+- «a>)J* * 

G ± H 1/ — 1= — — (E±Fy/ — 1) + 

a ^ V ) ^U-^-tun’y — [a (A — 1) ±( 4 -f- «/»)]* 

La seconde équation , étant prise en moins, donne 


P P /_ A M -P N ( I + « A* ) 

V (f — «')<i> + «(n'- 4 -# 0 ) 

qui n’est exacte qu’aux quantités de l’ordre près : nous néglige- 


pres : r 

rons donc dans la suite toutes celles du même ordre; et de celte ma- 
niéré on tirera de la même équation, prise en -+-, 

E , r-» / 1 M — N ( 2 h — 1 ) 

+ F/-i=«A. 4 - â ( a-., • 

Mais en négligeant les mêmes quantités, et en faisant la division indi- 
quée , on a 

E - f v/- 1 = — , r^i * (e* _ i+i . 

donc si l’on suppose 
m* L 


4 ‘ (>> — »’) 

A.N 


IA — n' 
t* - 4 - *' 


M -4- N/ , M — N (a/* — «) 

Si* 8/1 (A — i) 

M+Ni M — H (»* — ») 


• = r. 


4 /(/a — n') fA — n ' 8 i â #/i(A— «> 

les valeurs de E et F pourront être exprimées de la maniéré suivante : 

e = a r , .. + „y], 

F = A f , + - N v - -t- «T] v/— 1. 

Les ayant substituées dans la première équation , elle devient 
(v— m') (^ — «') — M ±ï‘ (P — AQ) 4 -«A = o, 
où A = (/t* — m'*) (/» — n ') — (n — n') 


i\ y P — h r Q t f»Q M -4- Ni 


1/1 8 1 


(282). En négligeant dans l’équation précédente le terme a A, 
nous aurons une équation du second degré, qui donnera deux valeur» 

Iiij 
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de fi, que nous désignerons par fit et fi 2. On mettra ces valeurs 
dans A, et de la môme équation on tirera des valeurs de fit , ^2, qui 
seront exactes, aux quantités de l’ordre a 3 près. 11 nous reste la troi- 
sième équation qui devient 


Gît II y/— 1 


«A M -f N/ P — Q ( 2 h — a i -±z A ) . _ 

3 4 1 ( /a — n‘) A* — (2 h — 21 ± hy > * * ) y 


en faisant — 


m 4- N ; 
8 i ( /» — »■) 


P — Q (/. — 1,) 
4< (A — 1 ) 


= «r, 


on en tire G = <t A, H = a J' A \/ — 1 : 


quant aux coefficients B, C, D, I, K, ils seront nuis comme nous 
1 avons trouvé plus haut Voilà les substitutions qu’il faudra frire dans 
l’intégrale première du n° 279, après quoi on lui donnera la forme 
suivante : 


77 -H hy y/— 1 -4- [37 - 1- V 7 — 1 J i[ H- (h — 2p) 

( 7r V 7 — 1 — p)] -t « V 7 — 1 — p) -+- Q 

(77 ■+- 7 7 ' V — >))“+-> ( 777 -+- h-* \/ — i + îpp)-t- 

r ($k v 7 - > - ''P - ✓- 0 ■+■ J' (£ -h £ ✓- 1 -+■ 

(/i — 477) (s \/ — 1 — u)) -4- fi y \/ — 1 -+- Np] = 


,(* + *.“)' v'— 1 


[ constante 


y e - |- x (l 


ad' (cos.2 pt -4- sin.2/;f v 7 — O) -+* Y (7777=777 (cos.pt- 
sitt.pt 1/ — 1) -+- * (> cos.pt -4- r sin./rf — 1))] dt. 


(283). Si cette intégrale doit être prise de maniéré qu’elle soit 
nulle lorsque t — o, et qu’alors on ait 

y » à y riz • 

> 77 = G> 2 =/, -ji—S, 

et par conséquent 

* =f> 77 = B> u = o, ^ = 2 pf, 

■*=/', 77 = G' > P = o, d f = p fi 

la constante arbitraire, à cause de p — h — i, pourra être exprimée 
comme il suit : 
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g H- hfs/— i -4- (g'-+~ if V 7 — 0 ■+■ “ [(?T7=^ h 

-+- y h — r p) f v/ — i “H y g' ■+■ J'e.H" ( M "+" 
-A))/v/-i]. 

On multipliera cette quantilé par 

COS.(A H- a-n) i -4- \/ — i sin.(A -+- an) t\ 
on mettra aussi 

cos.(A -I- a/x) t — \/ — l sin.(A -4- an) C 
au lieu de e~ <* + V— 1 ; 

puis ayant représenté tous les termes affectés du signe f par U 
V i/ — î, on égalera ce qui , dans l’équation, est réel h ce qui 
réel , ce qui est imaginaire a ce qui est imaginaire, et on aura 

77 -o L77 — (* — /») P3 — ««T ,,. -" T — 

y (!? 7 -^ 2 /’P)-+-r/ip — «f (£ — (i — 3g)«)-t-Np] = 

n cos .(A -+- «/u) r — fl sin.(A -+- ayu) t + U, 

-Q^') 


est 


+ [3T-+-C*' — />)*■] 


4 4 (/* 
f dn 


t- N» , 

TrïTji/**- 


■ yh-r-n T 2/77 r) -+- cf -t- (t — 3/7) r) -f- Mj] 

= fl cos .(A -t- ayu) £ — f— fl sin.(A an) f -t- V, 


ou n = e H : r- R ■ 

o 4, (/. — »’) 


n = ///. 


M -h Ni 


4 * 


— » ) J 


* cT^), 

•KÆSSj^»* 


■+■ cT(ai — A))/]. 


W'-*- 


( 284 ). Au moyen des deux valeurs de yu, que nous avons nommées 
/ci et yU 2 , il suffira de la seconde équation pour trouver la valeur 
dey. En effet, en négligeant d’abord les termes affectés de a , et dési- 
gnant par V', n', fi’, ce que deviennent V, n, fl, dans cette hypo- 
thèse; par (V'), [V'J, les deux valeurs de V' qui proviennent des 
substitutions successives de /*i, /t 2 , au lieu de /c; et ainsi de n', fl': 
on a 


k y 4 7 1^-1.') [ï 7 -«-< 1 ’— P) "1 = (ft')cos.( A i-H 

(n') sin.(A -4- a ni) c -t- (V'), 
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[?T -+- ^’) 7r J = C a '] cos.(A-f. X/U2)t 

H- [n'] sin.(/i -+- aua) C- f- [V'] ; 

d'où l’on tire, en multipliant la première par < l a seconde 

par /, ' et ’ retranc l' a,lt * a seconde de la première, 

7 == /, ,% ' L^ r ) [(û')COS.(A-+- apti) f -+- (n') sin.(/i -f- a^i) / 
-H (V') ] — ( C n ' J C0S -(A *^ 2 ) * -+- [n'] sin.( h 

®/*>) t-4- [V'] ). 

Nous ferons , pour abréger, Q y ~ * = 8 , 

y h ir H- T — 2/itt) -+- S -+- (/ — 3p) j) == t; 
nous supposerons ensuite 

y — y ' -+• *y î, y' étant la valeur précédente de y, 
p = p' —4— «pi, etc. V = V' -t- a Vi, 
n = n'-f-a7ri, n = 


et, après avoir divisé par a, nous aurons, pour déterminerai; 

i . M + Ni r d fi / , . _ . 

*7» ■+■ L"3 t - 1 - (l — f>) u h- r' 

8')= ni cos.(/i - 4 - a^*) r -+- n i sin.(/i -+• 

«pt) c -+■ Vi. 

On tire de cette équation, en employant les deux valeurs de /u, 
y 1 = — ,».) C( ni ) cos -( A •+■ «pu) r -t- (rîi) sin.(/t -+- au î) r 

( V 0 ( 7') - ( t, )-47 ^T-o (A»* (»') (0'))3 

— /.(7^-lL.) < c n 0 cos - ( A -+- api 2 )r -+- [ni] sin . ( h -+- 
CVi] - /** [/] - [T'] - -^±^3 ( p* a [*-'] 

-4- [6'])). 

Voilà la valeur de jy, aux quantités de l’ordre a' près; si on vouloit 
pousser l’approximation plus loin , on auroit égard , dans les calculs 
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du n* 278, aux quantités de l’ordre de a 1 , que nous y avons négli- 
gées. 

( 285). On trouvera la valeur de z, en changeant dans celle de y 
les 1, M, N, E, F, G, II, en A, m', P, Q, C, D, I, K, et vice 
versa ; les valeurs de /a seront, dans l’un et l’autre cas, les mêmes, 
aux quantités de l’ordre a près. Revenons à la partie de notre in- 
tégrale qui est affectée du signe f \ elle peut contenir un terme de 
cette forme 


cos.(A H- a/u) t f sin.(A H- a/i) t • cos.sr • dt — 
sin. (A -t- au) t f cos. ( A -f- au.) t • cos .te • de, 


qui lui - môme renferme celui - ci : 


CO, « t 

• l* -t- *e>‘ " 


Si e 1 différait très peu de A% en sorte que e’ — h' fût de l’ordre a, 
nous aurions tort de négliger ce terme, quand bien môme il serait 
multiplié par a‘. Mais on ne peut jamais supposer exactement 
égal à (Ah- au)*-, car la valeur de u n’étant qu approchée, on peut 
toujours la prendre telle que cette égalité n’ait pas lieu. Nous dirons 
la môme chose de la différence u 1 — A* 2 j elle peut être assez petite 
pour exiger de pousser plus loin l’approximation , mais clic n’mtro- 
auira jamais d’arcs de cercle. La seule supposition qui pourrait en 
introduire serait que les racines |Ui, «2, fussent imaginaires. En 
effet, en substituant des exponentielles réelles au lieu des sinus et 
cosinus d’arcs imaginaires, les quantités imaginaires sc détruiraient, 
et les valeurs de_y, z, renfermeraient des quantités telles que e»', 
e ~ qui croissent ou décroissent à mesure que t croît. 


(286). Nous représenterons l’intégrale de l’équation différentielle 
du second ordre, dont il faut faire disparaître les arcs de cercle, par 

j = UH-Xr-)-Yt , H-Zt 5 H- etc. 

U, X, Y, Z, etc. étant des fonctions rationnelles et entières de sinus 
et cosinus d’angles multiples de t, et des deux constantes arbitraires 
f et g. Une remarque importante , c’est que si l’équation différen- 
tielle 11e renferme point d’arcs, c’est-à-dire si elle ne renferme point 
t sans qu’il soit enveloppé sous des sinus et des cosinus , on peut 
écrire dans l’intégrale précédente £ -t- T au lieu de t, T étant une 
indéterminée quelconque ; ce qui lui donne cette autre forme, 

y U h- X ( t h— T) h- Y (t -+- T)’ h— Z (r H- T) 1 h— etc. , 
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uès différente de la première sans être plus générale. On s’en assu- 
rera aisément par le calcul ; mais, indépendamment de cette opéra- 
tion, il est clair nue, puisque l’équation différentielle ne renferme 
point d’arcs, ils doivent disparoître d’eux- mêmes dans les différen- 
tiations successives de l’intégrale pour satisfaire à l’équation différen- 
tielle. En différentiant deux fois la première valeur de j, nous aurons 


rf> rfu 

di — d, ~ 

d'y 

«/<* tll' 


X — t- ( ^7 4-al)f + (^7 ■+• 3 Z) t * -f- etc. 

■f- a 7/7 -h a \ -t- -f- A 37 -+- dZ) f’-f- etc. 


En substituant ces valeurs dans l’équation différentielle, les termes 
afTcctés de t , r% etc. se détruiront mutuellement, puisqu’elle ne doit 
pas renfermer de termes semblables ; donc elle sera satisfaite par la 
substitution de 


y = u 

dr 
< d, 

— -77 *+- 

d'y 

d’V 

t/X 

dl * 

dr 

2 7T-+- 2 


quelles que soient d’ailleurs les arbitraires f e t g. Mais ces équations 
ne peuvent pas subsister ensemble , puisque dej' = U on ne peut 

pas conclure ^ = 777 H- X, etc. à moins qu’en regardant /et g 

comme des variables indéterminées, on ne se serve de cette suppo- 
sition pour satisfaire aux conditions précédentes. Alors ces condi- 
tions seront 


dy = 

J * J . 

d 37- 


d U , 
■dT dt - 




-SF d ‘- 
= (^H 


5777 ' 

dX 

2 TT 


j 


)dt % 


d’où l’on tire , en effaçant les termes qui se détruisent ,' 

(W) 

Les variables f et g étant déterminées par ces équations du premier 
ordre , leurs valeurs renfermeront deux constantes arbitraires ; et 
y = U, où l’on aura mis pour f cl g leurs valeurs , sera l’intégrale 

complété 
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complète de la proposée qui ne renfermera plus d’arcs de cercle. Il 
est bien remarquable que Z n'entre point dans les équations de con- 
dition, et que par conséquent ou peut n'avoir point égard aux termes 
de y qui sont affectés de i s , non plus qu’aux suivants qui seroient 
affectés de / t'\ etc. 

(287). Nous avons supposé que l’équation différentielle ne ren- 
fermoit pas d’arcs de cercle ; mais quand elle eu contiendroit , il ne 
s'ensuivrait pas qu’il en dût entrer dans son intégrale. Nous allons 
le faire voir par un exemple fort simple, en nous proposant d’inté- 
grer les deux équations 

% r = (1 2» ~rr = — (*-+- 2*0 y . 

Si on les différence l’une et l’autre, et qu’on élimine t, on aura deux 
équations du second ordre qui ne renfermeront pas d’arcs de cercle ; 
ainsi leurs intégrales premières, c'est - à - dire les deux proposées, ne 
satisferaient pas moins, quand bien même on mettrait t -t- T au lieu 
de t. Je les changerai donc en celles-ci : 

= C 1 ■+■ a “(*-+-T)]z, 

^ = -[i + 2i(t + T)]7; 
ou, faisant 1 - 4 - a «T = m, en celles-ci: 

= ('" ■+• 2 a t ) z , = — (m -t- i<tt)y. 

Nous négligerons d’abord les termes affectés de « , et nous aurons 
ces équations approchées ^ = mz, —■ = — my, qui ont pour 
intégrales complétés 

y =/ sin.mf -t- g cos .mt, z=f cos .mt — • g si n.mi. 

Soit 

y = f sin. mt -H g cos. mt -+■ *y', 
z = f co s.mt — g sin.mr -t- *z'\ 

nous aurons 

= mz 1 -h 2 / (f cos. mt — g sin. mt), 

-jj- = — my 1 — 2 1 {/ sin.mf -t- g cos. mt), 

Kil 
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desquelles nous tirerons 

y' = f 1 {f cos. «2 f — g 1 sin. me), 
z' = — r’ (/ sin. m/ h- # cos.wt), 

et nous ne pousserons pas plus loin l’approximation qui introduirait 
des termes affectes de e*, r, etc. 

(288). Nous regarderons y, qui renfermé deux arbitraires f et g, 
comme provenant de l'intégration d’une équation du second ordre, 
et nous ferons , dans les équations de condition , 

U — f sin.mr -+- g cos.mr, X = o, 

Y = a (y cos. me — g sin .me)-, 

à cause de dm = 2 ad T, nous aurons 

sin. medf -t- cos .rnedg H- 2 aid T (y cos .me — g sin .me) = o, 

m (cos. medf — sin. m edg ) -t- 2 ad T ( f cos. me — g sin. m e) 

— 2 amtdT (y sin .me -f- g cos. me) =. ia {f cos. me — 
g sin. ni r) de. 

Pour trouver les équations de condition relatives «\ z , nous ferons 

U = y cos. me — g sin, me, X = o, 

Y = — a (y sin . me -+- g cos .me), 
et nous aurons 

cos. medf — sin. medg — 2 aedT (y sin.mr -t- g cos. me) = o, 

m (sin. medf -f- cos. medg) -+- 2«<iT {fsm.mc -4- g cos .me) 

-t- zamedT (ycos.mr — g sin. me) = 2 a ( f sin.mr -+■ 
g co s. me) de. 

La première ou la seconde des équations relatives à y étant com- 
parée à la seconde ou à la première des équations relatives à z, il 
vient dT = iff,etT = r-|-A, h étant une constante arbitraire. * 
En combinant la première des équations relatives à y avec la pre- 
mière de celles relatives à z, on en tire 

df = 2 agede, d g = — lafede ; 

partant 

y = y , sin.(*r 1 -+- g'), g=f cos.(ar*-t- g 1 }; 
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f\ g', étant deux constantes arbitraires. Ainsi, mettant pour ni sa 
valeur 2«(t + h ) , on a 


y = f [sin. (a t g' ) sin. 2 a t (t H- //) -t- cos. (et t 1 -h g' ) cos. 2it(t 

=y' cos. (ai 1 H- 2 a/i / — g'), 

z—f’ [sin^ai’-t-g') cos. 3 at ( f -+- //) — cos. («tr 1 -+-#') sin. 2 af(t 
-t-A)] = — /' sin. ( a t 1 — H 2<tht — g'). 


Mais il y a une constante arbitraire de plus qu’il ne faut; il suffira, 
pour la déterminer, de substituer dans l’iinc des équations différen- 
tielles, au lieu de j et z, leurs valeurs : on trouvera de cette maniéré 
2 ah — 1 , et par conséquent 

y == y ' cos. (at* H- t — g'), 

z = —/' sin .(at* -f- t — g'). 

Ces valeurs ne sont point approchées , pareeque les proposées se 
trouvent être intégrables absolument. (Voyez un mémoire de M.de 
la Grange parmi ceux de Berlin pour 1 783. ) 

(289). Proposons-nous maintenant de faire disparoître les arcs de 
cercle de l’intcgrale de l’équation (A) pour laquelle (n° 273) 


U=/cos.mf-^sin.mr — ^7 — ^ (1 -t- 


h «"05.2 mt -f- ffi Sirf.2«»^ 


• f ft cos 7 , mi -f- sin . amf 


f* cos. -4- » r sin. 3 nti 

5 


8 np x Ajin.awf+/^fo»,jmA 
m* “ 9 /’ 


X *P n / f . . v »* / m /" Mn.mf — e cos. mt 

= -t-r ( /sin. ml — g cos .mt) H (h' - H 

»r '«f 0 ' m \ 2 

7 nu* /» . /• ■ . 3 « /iin.mt — g ros.mt \ \ 

■j£r { h cos. 2m t — fg sin. 2mt-+- — • f )), 

Y = — (gsin.mt -t- f cos. mt). 

En substituant ces valeurs dans les équations (VV) , et négligeant les 
termes affectés de a*, on aura 


cos. mtdf - 4 - sin. m tel g — ^ {felf - 4 - gdg - 


fcaê.iml - 4 - g iin.zwt 


df 


f sin. a mf — p cos .ini( 


dg) — ^-(f sin. mt — g cos. mt) de, 
K.& ij 


* 


a6o 
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— sin. mtdf -f- cos.mtdg — ( 


f s.in. i m t — r ros. intt 


àf - 


f «w.imi - 4 - - sin.imf 


d e 


^ - ( sin. mtdf — cos .nttdg) — 


(/ cos. m / -+- g sin. mt)dt\ 


il est donc clair que df et dg sont de l'ordre a : nous négligerons les 
termes qui ont pour facteurs *df, adg , et les équations précédentes 
se réduiront à celles-ci : 


cos. mtdf -4- sin. ni idg = ~ (/sin. mt — g cos.m t) dt, 
— sin. mtdf -t- cos .mtdg= ‘ff- (/cos. mt + g sin.mf) dt, 
desquelles on tire 

df=-^gdt, dg = ^fdt. 


Soit fait, pour abréger, ^ = 7, et ensuit e/=/’e w , g — g'e ; 
A sera donné par l’équation A* -f- <7 1 = o, d où 1 on tire A = 
dt <] \/ — 1 , et on aura, pour les valeurs complétés dc/ctg, 


/=a C w “ , -+- bc-‘ ,, ' / -\ 


ou , ce qui revient au même, 

f — /1 cos. qt -t- gi sin. qt, g =/i sm.qt — g\ cos .qt. 

( 290 ). Pour pousser l’approximation jusqu’aux quantités de 
l’ordre a 1 inclusivement, on négligera les termes qui auroient pour 
facteurs a . 1 df, a' d g. Ainsi tout est réduit à ajouter au second 
membre de la première équation 

r ^ /.in .mt — t tm. mi / /, cos> a mt fg s in. 2 m t -t- 

m L a v m* \ 

3n /lin.m/ — jf CM.ml N "I 

"î 7 ' 4 / J ’ 

et, au second membre de la seconde, 

«*[£'. sin. 2 m r -f- fgcos.zmt — 

11 . /»»- <">-<- a- ^ (/ cos. mt - 4 - g sin. mt)]. 

On mettra dans les termes affectés de a, des deux nouvelles 
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équations, au lieu def, g, les valeurs que nous venons de trouver; 
et intégrant ensuite, sans ajouter de constantes arbitraires , on aura 
les valeurs de f, g, aux quantités de l'ordre a 1 près. On mettra ces 
valeurs dans y — U, et l'intégrale qu’on trouvera sera délivrée d’arcs 
de cercle, c’est- à dire qu’elle ne contiendra que des sinus et cosinus 
d’angles multiples de t. 

(291). Si la valeur de y résulte de l’intégration de deux équations 
différentielles du second ordre, elle renfermera quatre constantes 
arbitraires : elle sera dans le môme cas que la valeur qui proviendroit 
de l’intégration d’une équation du quatrième ordre ; dans l’une et 
l’autre valeur, on fera disparoître les arcs de cercle de la même ma- 
niéré. Ainsi R, S, T, etc. étant des fonctions rationnelles entières 
de sinus et cosinus d’angles multiples de t , et des quatre constantes 
arbitraires f, g, h, i ; soit 

7 = R-t-Sr-t-Tt , -t-X/ 5 H-Yt‘-t-Zr s -t- etc. 

l’intégrale complète d’une équation différentielle du quatrième ordre, - 

Î pii ne doit pas renfermer d’arcs de cercle : on la diftérentiera quatre 
ois , et on aura 

& = ï-*-S-t-(£-t-*T)<H-(£-*- 3 X) <■+($ + 

4^ ) -4- -4- 5 Z) t' -4- etc. 


d'y 
dt * 


- llü 

“ dt' 
dt 


d S 

2 77 


-U A JT 

\77 4 TT 






etc. 


dt * dt J 


24 Y) t- h 9 ~jy ■+■ 36 Çp -f- 60 Z) t' ■+■ etc. 

d‘y n rf’s j-t jx -y . ( •*'* . fi rf ’ T 

-577= ïttH -12 ^H-24 ^-4-244 H- -+-8 ^ 

-+- 36 -t- 96 120Z) c -+• etc. 

L’équation sera satisfaite par les substitutions suivantes: 

.. n _<L , c 

,n — ^ 


j = R, 


d'y 


d‘ R 


** r « n 

TP ' — ~ 77 r 


d R 
dt 

ds 
3 ST 


2T, 
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d'r 

dt‘ 


rl'n 

4 /t> 




<f T 


iii 

if r 


tf* y *f* R . » if 1 * 1 * , . _ ^ i . > y 

Str = â> ■+■ 4 ■+■ 1 2 -JF ■+• 2 4 -jt -+■ 2 4 Y , 

pourvu que JR, J ^7, etc. désignant les différentielles de R, ^-, etc. 
prises en faisant varier les quatre constantes abitraires, on ait 

dy — ^7 dt ■+■ ^ R = (Jsr ■+■ S ) dt, 

*% = £* + *% + £*' + ** = &+*%-*-* l)dt, 

-(^ + 3 ÎÎH- 6 ÇH- 6 X)rf/ f 

• rf 1 , i/«R p */*R *, rf*S » op -/'S / rfT ». ✓ p iiT 

d -TT — TT “H J TT- -t-0-7T«/-+-oJ -77+ 6 -7-7- rf£ -f- 6 J — 
1 ti 1 dt* ai dr ai* tli* dt 

, rfX , , , V /«/‘R , , '/’ S , rf-T . dX 

-t-6 6 J X = (-^-+-4 Tp- - 4 - 12 — -t- 24 -+- 

24V) dt. 

On en tire, en effaçant les termes qui se détruisent, 

JR = Sr/f, J^--t- JS=(^-t- 2 T)c/r, 

^ + a'£ + »'T=(£ + 4£-*-«X)</r t 

«4 + fiJX = (^ + «^ + i8Ï + 




■ 3 J^ 
24 Y ) d t. 


Les variables f g, h , i , étant déterminées par ces équations du pre- 
mier ordre, leurs valeurs renfermeront quatre constantes arbitraires ; 
et y — R , où l’on aura mis pour /, g, h , i, leurs valeurs, sera l’in- 
tégrale complété de la proposée qui ne renfermera plus d’arcs de 
cercle. Nous remarquerons que Z n’entre point dans les équations 
de condition, et que par conséquent on peut n’avoir point égard aux 
termes dey qui sont atl’ectés de t *, non plus qu'aux suivants qui se- 
roient affectes de t‘, r 7 , etc. etc. 


(292). La maniéré de faire varier les constantes arbitraires est un 
des grands moyens de l’analyse. Nous en avons vu plusieurs applica- 
tions dans le calcul intégral , et sur-tout l’usage ingénieux qu’en a tait 
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M.de la Grange dans la théorie des solutions particulières (C.I.n°75). 
C’est d’après les mômes principes qu’il détermine l’altération des 
moyens mouvements des planètes dans les Mémoires de Berlin pour 
l’année 1776. La masse du soleil étant prise pour l’unité, si l'on 
nomme y la masse de la planete dont on veut déterminer le mouve- 
ment autour de cet astre, y', etc. les masses des planètes perturba- 
trices; on aura ( n° 7 3 ) 


■7? ■+■ 

A» 

di- ^ 

1 +>> 

A* 

J ‘ I -+- 

■ + ? 

Al' 

A 1 


•x- 4 -X = 
z -+- Z = 



(A) 


où X = y' \^~p— 


z =y'[^ 


■2p] ■+■ etc * 
-£•] -+- etc. 

îjr] -+* clc - 


a = v/(x- -+-y -+- z’), a' = x/C-r” ■+• /* -t-z' 1 ), 

Nous ferons d’abord abstraction des forces perturbatrices ; et, ayant 
intégré les trois équations différentielles du second ordre, leurs inté- 
grales renfermeront six constantes arbitraires qui seront les six élé- 
ments de l’orbite elliptique. On en tirera ( C. I. p. 181) six équations 
du premier ordre, dont chacune renfermera une des constantes arbi- 
traires. Soit U = y une de ces intégrales premières : ri U = o, qui 
ne renferme plus de constante arbitraire, devra être identique avec 
les équations du second ordre proposées ; en sorte que si , dans riU, 

on met pour ri , ri ^ , ri ^ , ces valeurs 


-l^xrir, - 


• y de, 


zdt , 


cette différentielle deviendra identiquement nulle, c’est-à-dire que 
tous ses termes se détruiront, indépendamment de toute relation, 
entre les quantités qu’elle renferme. La môme chose aura lieu pour 
les cinq autres intégrales premières. 

(2t>3). Mais si on ne regarde pas X, Y, Z, comme nuis , tous les 


z6.\ ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

termes de r/U se détruiront , à l'exception de ceux qui proviendront 
de la substitution de 

— X,it, — Y de, — Zdc , 
au lieu rie i / , r/ 3; , d ^ ; 


et, comme l'effet des forces perturbatrices consiste à faire varier les 
éléments , on aura 

d/= -^(-XrfO^-TTT ( Yr//) H- ~~ 3 T ( Zr/f ).' 

d -T? d - 7 - d - 7 - 

ifx 4 / 1 dt 


Il suit de là que , soit qu’on regarde les forces perturbatrices comme 
nullcs, ou qu’on les regarde comme agissantes, l’équation U = /, 
et les cinq autres intégrales premières seront de la même forme, la 
différence ne venant que des cléments tels que f qui seront constants 
dans le premier cas , et variables dans le second. Avec ces six équa- 
tions , on éliminera — , ^ , et on aura trois équations finies 
qui seront encore de la même forme dans les deux cas. Donc les 
valeurs de x, y, z, et des rapports , seront exprimées 

de la même maniéré par le temps t et les six éléments de l’orbite, 
soit que ces éléments soient constants, soit qu’ils soient variables ; 
et il sera toujours permis de les regarder comme constants pendant 
un temps infiniment petit. 


(294). Si l'orbite de la planete est exactement une ellipse, on a 
( n° 39 ) 


partant 

àr eJê ,in. ($ — n) 


r-J,- 


(r — cos.(<p — ir) 1 ), 


où l'on mettra pour cos. (ip — n ) , et r — e 1 , leurs valeurs tirées 
des deux premières, et on aura 


« t/r'4- r*dp % * a 

r+7 * — à? 7 -+■ 1 = e- 

Ayant éliminé de celte maniéré les éléments a"et n, l'équation pré- 
cédente 
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cédcnte sera une des intégrales premières à laquelle nous donnerons 
la forme suivante : 

» i dx * -f- dy* -f- </r* 

a a **) + * 

En la comparant à celle-ci, U = f, on a =f, et 

d\J dx d U dy d\J dz 

J dx (I -f- p)dt » , <‘y ( 1 -h^iJrfj» J dz (î+7*T2* ' 

d S7 d dî d Tc 

ces valeurs seront substituées dans l'expression de df trouvée plus 
haut, et il en résultera cette équation , 

^ i Xdx + 'ids + ZJs 

a a ï -f- /* 1 


qui est celle dont nous avons fait usage n* ç3 pour déterminer les 
altérations du grand axe. Après cette com te digression, je reviens au 
sujet de ce chapitre. 

( 295 ). Je reprends les équations (A) ( n° 292 ) oii je fais X , Y, Z , 
nuis, et, les ayant multipliées respectivement par dx, dy, dz, je les 
ajoute ensemble ; ce qui me donne 


JxJ t -+- dydj -+- d.J . _4_ (j 


laquelle a pour intégrale complété 


(a). 


dx* -f- dz 


1 — 3 ( 1 -+-/“) (t — j) = o- 


.Te les ajoute ensemble, après les avoir multipliées respectivement 
par x,y,z, et j’ai 


xd % x -4- y d'y -f- zd'z 
di* 


1 4- i» • 

— o ; mais 


d . A* xdx -f- yd y -f- zdt 

a de di 


donc 


( b ) 4 i ? — (>-+-/*) (t — 7) = °.‘ 

qui a pour intégrale complété 


(O (t£)’— *(.1 -*•/*) (.* — y — g) — o. 


On a aussi 


d. a - <#A d'. A* A d' A d A* 

~IdT = A T7T* TSF = û ~dî r H Si 1 " » 

L1 



2 6(S astronomie physique, 

oii tirera donc des deux équations ( b ) et (c), 

&+<■+(*> (?-?)=»- 
cpii devient , en faisant a g — û = P » 

Celle-ci est de la môme forme que ^77 -+- ( 1 -+- é«) = o ; 

elles ont pour intégrales complètes 

z — hx iy, ? (B) 

p (= 2g— à) — A'x-t- i'jr,y 

puisque ces valeurs satisfont en supposant ces deux autres équations 

±JL + (1 -f. p*) £ = o, £ -4- (1 -f- P*) £ = O- 

On tire de l’équation (c), 

= <frv / [>(i-+-é 1 )]* 

\Z(û-y — 5 ) 

qui a pour intégrale complété (C) 

a>/(û 7 Æ) . . n — f Kv/r»(> 

- ^ I-Asin- V/V'/— < T > ~— Tïï 

(296). L’équation (C) donnera A en r, et celles qui précèdent, 
x,/,z, en A. En effet on lire des équations (B) 


* = /..' — PT ’ /— ai’-a'.> 
l’équation X* -4- /* ■ ■+■ Z' = A* deviendra 

/,<> -t- (/ii’ — A'i)’] z’ — 2 (A A r -+- '»') pz <**-+- A ') P*=» 
(Ai 1 — /*'i) A*» 

après avoir fait, pour abréger, 

A'* -+- (Ai 1 — A't)’ = 
y/ [/'A’ — (1-+- A*-t- «*) p ’3 =<r » 


A » — A'J 


on en tirera 
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V z — (ii' -+- hh') p -t- (A'i — At’) o-, 
et par conséquent 

/’/ = [ i ' — A ( A' 1 — Ai') ] p -t- AV, 

/'.r == [A' -t- 1 (A'i — Ai')] p — i' «■. 

Ces valeurs de x, y, z, renferment sept constantes arbitraires, au 
lieu de six que le problème exige; il y a donc entre ces constantes 
une équation de condition que nous trouverons de la maniéré sui> 
vante. Les deux équations (a) et (c) donnent 

j A 

. dx‘ -+• dy' -t- dz' — — — ~r Ac/A*; 

a -s- t 

mais on tire des valeurs précédentes de x, y, z, 

l' (dx’-b dy' -t- dz 2 ) = ( 1 H- A 1 -+- i*) d p' -b da' : 
ainsi, toutes réductions faites, on a 




AS 


A — c — 


1 +/>■+; 


i + ï*+i l 





» 


équation qui devient identique si 

/ r\ \ . V'-b h"-b (ki' — h'iy 

\ u ) T — . + /.■+.* • 

(297). La première des équations (B) est l’équation du plan de 
l’orbite dont la position, relativement au plan des x ,y, dépendra 
des constantes A et i ; l'autre servira à déterminer la figure de celte 
orbite, et elle est évidemment celle d’une section conique. Or, comme 

les absides sont aux points où = o, l'équation (c) donnera, 

pour les déterminer, A — j g = o, qui a pour racines 

f ± v't/' 1 — ifci . 


leur somme f est le grand axe ; leur différence , divisée par le grand 

axe, ou * est l’excentricité; quant au paramétré, il est 

= 4g. Le rayon vecteur, perpendiculaire au grand axe, = 1 g-, 

L 1 ij 
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donc , à ce point, h'x -+- Vy — o, d’où l’on tire — — = = 

la tangente de l'angle que fait, avec la ligne des x, la projection dn. 
rayon vecteur sur le plan des x,y. Si cet angle = 90 e -4- y, y sera 
l'angle que la projection du grand axe de l’orbite fait avec la ligne 

des x, et on aura -jp- — tang. y. En supposant donc, ce que nous 

pouvons toujours faire , que le plan de l’orbite n’est autre que celui 
«les x, y, on aura h — o , 1 = o , et y sera l’angle que le grand axe 
de l’orbite fait avec l’axe des x; en sorte que si l'on suppose, ce qui 
est bien permis, que ces deux axes coïncident, on aura y = o, et 
par conséquent 1 1 = o : de plus l'équation (D) donnera dans ce cas 
IV égale à l’excentricité. 

(298). Nous 11e supposerons pas ces quantités h, i , V, absolument 
nulies ; mais qu’elles sont assez peu considérables pour qu’«>n en 
puisse négliger les produits de deux dimensions, et IV ne différera 
de l’excentricité que de quantités du même ordre. Alors nous aurons 

A'’x = h’ p — Va, à' 3 y = Vf -+- /Va, h'z = h p -+- ia ; 


ce sont les valeurs de x,jr, z, lorsque l’orbite 11’a point éprouve 
d’altération. En vertu des forces perturbatrices, ces quantités chan- 
geront infiniment peu. Si nous supposons qu’elles deviennent 

x -t- cT x , y - 1- J'y, z -i- J z; 

pour former J'x, J'y, Jz, nous ferons varier non seulement A , mais 
encore les constantes qui sont les éléments de l’orbite. Or lorsque, 
dans les équations ( A) , 


d'x d‘r 
~di' 9 di * * 


~ , se changeront en -jy- , 


d'iy 


, les quantités 


d- d- d- 

•£■, qui ne sont autres que — -jj-, jy, jj- » 

deviendront 


-( 

-( 

-( 



dxdi 


Jx -+- 
J X •+■ 
Jx -t- 



djdz 


J y -+- 
Jy - 4 - 

J y ■+■ 



dxdz 



dz' 


J Z), 

Jz), (n° 16) 
Jz)‘y 
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ainsi nous aurons, pour déterminer les altérations de l’orbite, les 
équations suivantes : 


^ a I ^ t 

J '- r - + -rf7é r ~*"dïZÏ J'z)H-X = o, 
..... . rf'd. 




<r 

d* 4- 


rfl T 

VJjT J'z) ^ — o, 


d* — 

7j77 •+■ -sir- *^ z ) ■+■ Z = O. 


(i -+-/*) 

(299). Maintenant l'excentricité étant - - ^r** ) , si l'on nomme 0 
l'anomalie de l’excentrique ( n* 42) , on pourra prendre 

A = ^- ( i — h' cos.8 ) , où ô est donné par l’équation 
8 — h' sin.8 = V %y - m H- A 
Donc p= (cos.8 — A'), <r = ^p-\/( 


. À»> 


x — L (cos.8 — A ' — ^7 v/O — A'*) • sin.8), 

y = T ( v/( 1 — A'’) • sin.e -f- p- (cos.8 — A')), 

2 = ^ (A (cos.8 — A') -t- / \/(i — A' 1 ) • sin. 8). 

Dans les valeurs de <f x, J'y, Jz, nous négligerons toute variation 
affectée d’une des quantités très petites A, t , i\ et nous aurons 

Jx = Jf-Lfh!—-^ v/(t — A'*) JV— £ sin.fl/*, 

«r 7 = y (l - A ' ,) sin. 0//- y^jûlpr, *in. 8<T A’-f- 4 (cos. 8- A') JV 
-t- -j- v/( t — A'*) cos.8tT8, 

Jz = ^ (cos.8 — A') Jh £ y/(i — A'*) sin.StT/, 

où il faudra substituer à <f 8 sa valeur tirée de 

(1 — A'cos.0) J'0=sin.6<rA'-+. Jl — jy; 

Il suit de là que si nous supposons 


/ 
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Sx = a //-h BSh'-+- csr + DSi, 

S y = E S f H— F S h* -+- G S i 1 -+- ldS/ 9 
S z = K S h —h LSi, 

il nous sera facile de déterminer A, B, elc. Mais ces valeurs satis- 
feroieut aux équations de l'orbite non altérée , soit qu’on regardât 
Sf, S h', etc. comme des constantes indéterminées, ou qu’on les 
regardât comme des variables; si donc on les substitue dans les équa- 
tions du n° 298 , les termes qui renferment les simples variations «f f, 
S li', elc. se détruiront mutuellement, et on aura 


Aje/f-i-Bt/vA'-i-oe/i'+Drf'ft r!K<h f -i- ,ir,,ish'-k-,icAs.'+ </n n 1 


= — X, 


Ei/V/’+Ft/'/A'+Gt/'/i'+HJ'// , ^ dZdf f+dTJih’+dGdii'-i-dW.Ul v 

H- -777 — I» 


dt 1 

Krf'iA -4- Ld'ii 


d K d J h -H rj 

2 J-. = — Z. 


( 3 oo). Il y a six indéterminées, et nous n’avons que trois équa- 
tions ; nous sommes donc les maîtres de partager ces trois équations 
comme nous le croirons convenable : or si nous supposons 


A Jtf+ B dlh‘ C.dli’ D dsi 
dt 

V.dl f+ Vdih'+ Gdti’ -hHdf/ 
dt 

KdS/s + LdJi 

r, = °- 

nous aurons aussi 

d t,dir+ dm s h' + JCJii' -+- dnd» 1 

dl 4 


o, 

: O, 


= — X, 

dT dlf-l- dFilé A’-r- dGJJi'-t- y 

JT- 1, 


dKillh -I- JltUi 
dl‘ 


= — Z. 


Avec ces six équations , on trouvera facilement les valeurs de 
dSf ; dSh', dSi', dSl, dSh, dSi-, 
et intégrant ensuite , celles de 

Sf, Sh>, Si', SI, Sh, Si, 
qu'il faudra substituer dans les expressions de <fx, Sy, Sz. 
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( 3 oi). A cause «les trois premières équations «lu n” précédent, 
j’aurai, en diftérentiant les valeurs de «Tx , S'y, Sz, 


c’est ce que j’aurois trouvé, si j’eusse différentié en regardant jy, 
S h , etc. comme des constantes. Je suppose que de ces trois équa- 
tions , et des trois qui les ont fournies, on tire les valeurs de ces six 
quantités ; savoir, 

<f/= A'J'x + B'JV C' -+-D '^1 
Sh! = E'/x -4- F' /v -4- G' 

J 7 ' = A" J'x -4- B" J'y -4- C" — h- D» 

dt dt y 

J' / = E»J\r -4- F "S'y -4- G» ^ -4- II» ^ , 

J'/i = K'J'z -+- L' 

J'i =K»J'z-t-L»^i: 


en comparant les six équations dont nous venons de faire usage avec 
celles du n° précédent , on verra aisément que , des valeurs précé- 
dentes de J'/, J' A', etc. on peut former celles de , etc. en 

y faisant J'x, Sy, Sz , nuis, et mettant — X, — Y, — Z, au lieu 

1 dix dly dis 1 • 

«le -jjj- , -jj- , -jj- ; on aura de cette manière 

— C'X — D'Y, G'X — H'Y, 

^ = — C»X — D»Y, = — G»X — H»Y, 

dt A t f rj dl i 1 fl 7 

~dT — — LLjy ~dT — L L ' 

Donc les é<juations du n° précédent ne sont que les différentielles des 
six autres, en y faisant varier seulement Jy, J 1 A', etc. 


*7» ASTRONOMIE PHYSIQUE. 

cl mettant, .nu lieu des di (Té renies secondes —jj~t -jr , ces 

quantités — X, — Y, — Z ; eu sorte que si l’on faisoit les mômes 
opérations sur les équations qui ont donné directement «TA, etc. 

on aurait les valeurs de , etc. Ce moyen de déduire les 

intégrales des équations générales du n° 298, de celles d’équations 
plus simples qu’011 formerait en faisant dans les premières X,\’, Z, 
nuis , inéritoit bien d’ôtre remarqué. 

(302). Les équations précédentes seront de cette forme, 

75:7 (7V -»-pr) (n“ 292 , 299), 

où n , fl , pourront être exprimés par des fonctions rationnelles et 
entières de x',y', z', et de sin. 0, cos. 0. Nous savons que, pour 

chaque plancte perturbatrice, on peut exprimer x\y\ z\ 

par des séries très convergentes de sinus et cosinus de l'anomalie 
moyenne et de ses multiples; il ne sera plus question ensuite que de 
substituer à cette anomalie moyenne l’anomalie de l’excentrique de 
la planete dont on calcule les dérangements. Or nommant a le grand 
axe de l’orbite de la plancte perturbatrice, T' son anomalie moyenne, 
comptée depuis l’aphclie, T l’anomalie moyenne de la planete dont 
on calcule les dérangements, rccque devient cette quantité à l’instant 
où la planete perturbatrice passe par son aphélie ; on aura T' .’ T — r en 
raison réciproque des révolutions des deux planètes, ou ; [ y/f* ; y/a' 

(n° 4°)- Donc T' = (T — r), où il faudra mettre pour T sa 

valeur 0 — A' sin. 0 (n° 299). Voilà une nouvelle méthode d’ap- 
proximation pour calculer les perturbations qu’une planete peut 
éprouver par l’action des autres planètes. Si nous voulons l’appli- 
quer aux coinctes , comme l’a fiât M. de la Grange dans la piece cou- 
ronnée par l’académie en 1780; alors l’excentricité A' n’étant plus 
beaucoup moindre que 1, nous 11e pourrons pas réduire x',y\ z\ 

-pri -jr , en séries convergentes de sinus et cosinus de 0 et de ses 

multiples. Mais cette difficulté est commune à toutes les méthodes, 
et ce que nous allons dire de celle-ci convient également aux au- 
tr.es. 

( 3o3 ). On ne parviendra à calculer avec quelque exactitude les 
perturbations que les coinetes peuvent éprouver par l’action des pla- 
nètes , 
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netes, qu’en partageant l'orbite en differentes portions dont 011 dé- 
terminera séparément les inégalités. Premièrement on pourra prendre 

une portion telle que l’angle -^7 T soit assez peu considérable pour 

qu’on puisse exprimer son sinus et son cosinus par des séries con- 
vergentes qui procèdent suivant les puissances de l’arc ; et A assez 

petit, relativement à A', pour qu’on puisse réduire -yj- en une série 
convergente dont yr sera le premier terme. Cette portion est celle 
qui s’étend depuis le périhélie jusqu’à un autre point de l’orbite où 
les quantités T et A soient encore assez petites. On intégrera 

F our cet intervalle les valeurs de d //, etc. et V étant la valeur de 
anomalie de l’excentrique qui répond au point qui le termine, ou 
fera 0 = V u pour mettre les formules à intégrer sous la forme 
rationnelle (A-t-Bu-t-C u’-+- etc.) du. SoitV' l’anomalie de l’excen- 
trique qui répond au point où « n’est plus assez petit pour que les 
réductions précédentes soient possibles, on intégrera pour l’inter- 
valle V' — V; et continuant toujours de la môme maniéré, on par- 
viendra à déterminer par parties les inégalités du mouvement tics 
comètes. Comme on sera forcé de prendre les intervalles V' — V 
très petit, le nombre des opérations qu’il faudra faire rendra cette 
détermination très pénible. Mais si les quantités qu’on aura à ex- 
primer de cette maniéré ne sout pas susceptibles d’éprouver de trop 
grandes et de trop fréquentes irrégularités, on se servira utilement 
de la méthode connue des suites paraboliques pour abréger les opé- 
rations. 

( 3 o 4 ). Les quantités que nous avons à réduire en suites parabo- 
liques sont des fonctions rationnelles et entières de sinus et cosinus 

de fl et T -^7 ; supposons que, S variant de u, l’autre angle varie en 
môme temps de v , on pourra représenter la suite parabolique par 

L -4- Mu + Nr + Ou’ -+- Pur» -+- Qv’ -+- etc. 

dans laquelle L, M, etc. sont des fonctions rationnelles et entières de 
sinus et cosinus des deux angles dont nous venons de parler. Mai* 

T = fl — h' sin.fl; donc faisant croître fl de u et T de v, on a 

v = ~^r [u — h' (u cos. fl — ■— sin.O — etc.)J. 

Mm 
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On mettra cette valeur de v dans la suite parabolique, qui, par-là, 
sera réduite à cette forme plus simple, 

L + Mu + N«'+ etc. 

Cela posé, nous reprendrons les équations dont il s’agit n*3o2 , et 
que nous représenterons par 

dit = ~x~ (+ -+- -V) d 6, où r = S': 

* -I- e \ r ‘ / 

or si nous nous servons de 

ŸO, ti, Ÿî, etc. no, ni, ni, etc. ro, ri, ra, etc. 

pour exprimer les valeurs de +, n , r, qui répondent à différentes 
valeurs de 8, flo, 0 1 , 8a, etc. et, se contentant des trois premiers 
termes , à cause de u qu’on peut prendre assez petit pour pouvoir 
négliger les quantités de l’ordre u\ si nous nous servons aussi de 

S' i -f- ÿ ' î n - 4 - "fr " î « % 

ni + n' m + n" !«’, 

r i - 4 - r ' i n - 4 - r " i n J , etc. 


pour exprimer les valeurs de ’t', n, r, qui répondent à 8i - 4 - nu, 
etc. ayant calculé n, r, pour trois anomalies de l’excentrique 
6o, 8i, 82, dont la commune différence soit u, nous aurons 


d 7 T = 


|tl 


+ Ÿ l m+t"in , + 


+ «:■■■; ’1 dn, 

(ri +f'tn + r n 1 «•) * J 


où c’est n qui est regardé comme variable. On intégrera le second 
membre depuis n — — 1 , jusqu’à n = 1 , et on aura , aux quan- 
tités près de l'ordre u\ l’accroissement de -rr, depuis l’anomalie de 
l’excentrique 8®, jusqu’à l'anomalie de l’excentrique 82. Soit tt o, 
t 2, les valeurs de tt qui répondent à ces deux anomalies, l’intégrale 
qu’on trouvera , comme nous venons de le dire , sera la valeur de 

7 t 2 TT O. 

( 3 o 5 ). L’intégrale de (fi - 4 - *'1 n -4- ÿ"i n’) dn , prise de- 
puis n = — 1 jusqu’à /1 = 1 , est égale à 2 Ÿ 1 - 4 - J ~i r " 1 . Celle de 

n 1 - 4 - c i n (C. I. n ° 66) étant représentée par 

<n -f- r'm + r"l«’) • 

A Bn r K 7 a 

,/(<•• ■+■ r'in ■+■ r"lN’) *■ ./ vV‘ ■+■ r ' 1 « •+• * 
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A, B, K, seront données par les équations 

(K -t- B) r 1 — ^ r' 1 = n 1 , 

(KH-i)r’i-Ar , 'i = n'i, 

et il ne s'agira plus que d’intégrer f —, — - — . 

011 O J rfn -+. / -f. r "ia*) m 

En faisant, pour abréger, ! rb j ff ' + '•’* 1 1 — N t 

on trouvera qu’elle a pour intégrale , 

011 lo S-7 ~ s£-! » si , " 1 est positif, 

°M r .., A tang. N v/ — r" 1 , si r " 1 est négatif. 

A cause de ri — r' 1 -f- r"i = r o, ri H- r'i -4- r" 1 = ri, ccs 

intégrales, étant prises depuis n = — 1 jusqu'à n — 1, deviennent 

iL_ ( log. + ] oc 

• V d + l0 S- n',-,»; — 

K f K . y/(— 1) A y/(— ror",) \ 

tang. + A tan S- _ i, 

C’est pourquoi, si nous les représentons, l’une par (r''i), l’autre par 
( — r" 1), nous aurons 


•2 — iro = 7^- [i + i+ |+"i4. 


A — n 




y/ro 


+-(±r"i) 2 , 

et cette valeur renfermera un logarithme lorsque r"i sera positif, et 
un arc lorsqu’il sera négatif. 

(3o6). Ces deux intégrales ne pourront pas servir dans les deux 

cas suivants , lorsque r" 1 = o, et lorsque r 1 r" 1 = nous 

discuterons ces deux cas séparément. Dans le premier, on a à in- 
tégrer 

ni -r- n'i»-+. n''ii,* . 

1 an : 

(ri 4- r'i «} ■ 

si l’intégrale de cette différentielle est représentée par L±Zl±üfl, 

1 r V( ri H- r*ln) ’ 

on aura, pour déterminer E, F, H, les trois équations 

Fri — 4 r'i = ni, -E-.'-'i 2 Hri = n'i, ±Hr'i = n"i; 

Mm ij 
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et complétant de maniéré que l’intégrale s’étende depuis n = — i 
jusqu’à n = 1 , on aura 

tf-a — 7 to i+,Ÿ H ^7 î J* 

Dans le second cas ri + r'in + r''in’= (, ‘ l '' ) ' , 

et on a à intégrer 1 * ^ " r t, " ) t~ 

Représentons par (ri)' [777^7^777 ■+• L log.(ri -t-jr'in)] 

l’intégrale de cette différentielle ; alors G, I , L, seront données par 
les équations 

In — Gr'i -4-iLr'i (m)’= ni, 

L V = n"i: 

-Ur'i+lLri^O’sn'i, v 1 ' 

cî’où il suit qu’en complétant comme nous avons fait jusqu’à présent* 
on aura 

ira — tto = r ^ r [2 + 1 1 H- (^ 77 ^ ~ ^77^) \/ rl 

-t-{L(n)*log. •£]. 


(307). Il ne sera pas nécessaire d’employer cette méthode pour 
calculer les variations de 7 r dans la partie supérieure de l’orbite où 
la distance de la comctc au soleil surpasse beaucoup la distance de 
la planete au soleil. Dans ce cas i,y, z et 4 , sont des quantités 

beaucoup plus grandes que x', y', z' et A' ; il faudra développer ÿ 
de manière que la série soit ordonnée relativement à x',y\ z’. Or 
-j- n’est autre que ce que devient 7 lorsqu’on met x — x\ y — y\ 
z — z au lieu de x , y , z ; donc ( n* 16) 


d± 


<f 4 


_L — J t J t v ' 

/ a i* X dy J 


d± 


d'± 


d'± 


x' y' 


d z a dx* dxdjr 

rf’-r «I’t 

^ /'* 7(7777' Z ''t-W 2 ' , ^ etc - 


partant 


r t 

I 

! 

L 
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X — x' 

y 


d± 


d- i. d'± 


d 'i 


d'± 

4 .1 


HT 
d 7 

dx 

d T 

•" d,' 

, d :f 

a: 

dxdjr 

d % - 
1 A 

J + TSE 
d'± 

v'_l i. 

dy 

7F 



1 <r* 

3 dj dz 

*T 

d 7 


r r 


rf’j 

v' 1 

d z ' 

dz 



1 djd. 

y 1 rfi- 
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-+- etc. 


z -t- etc. 


z -4- etc. 


On mettra ces valeurs dans les équations du n° 298 , qui deviendront 
par- là 

+ ^ - 7T7 2 ' ) ] -t- -f- 7 ^ ) , 


7r~ = (1-4- a*) [ït^t ( J ' x— tt 7 ,ï, )' 4_ ~7 F‘ — rr;:/') 
■+-SJ7Ï ( <rz “ TT7 (•7T" , "'3p- )* 

^ii = (i-t-M) [ SïTl ^ x — T+T :c ''> H --SJ7r (ty — 7+7/) 


(3o8). Si dans les équations (A) (n° 292) on met x\y\z\ au 
lieu de x, y, z, on aura celles de la planete perturbatrice, où l’on 
pourra négliger, au moins dans une première approximation, X,Y, Z. 
Alors on en tirera 

j I J • J J_ 

a T 1 I d'X* 1 A» I //’?' “ A* t d‘z’ m 

m 'dx > 1 -h /*' di‘ J dj' 1 -*-/*' dt* y dz ' 1 yu ' dt* ’ 

d’où il suit que si les équations précédentes ne renfermoient pas les 
termes 

d±- d± d± 

1 A f A 1 A 

r* — * f* ~sy » 

et qu’on eût f* = /*', on satisferoit en supposant 
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= TÏ7 *7 = rfer/'. '* = »'• SoIt 

* x = 7+p- x '-*- n ’ *?=ttv >' -+-/’* J, *=rfV z '-^-?5 

en négligeant les produits de deux dimensions de /u et /u et par 
conséquent -■+ , — — , on pourra se contenter de 

^-r5r*' = «. iy-r^h>' = r. 

et on aura, pour déterminer n, />, <7, les trois équations 

a. d ’r d 'î; d ~ 

Tff = ( 1 * + " é*) ( 3TTT /* “*“ 7777 9 ) "TT * 

.. </*d- r/’d- r/d. 

7 /ff = (1 -+- A*) ( 7777 « -f JT 7- p H- 7777 9 ) H-/*' 777- , 

r/’d. rf’d. rf'd. 




7737 « ■+■ 7j£ /» •+* TF- ? > -+- *' -JT • 


(309). Si on fait attention que d. est une fonction homogène de 
dimension — 1 , et ses différences partielles des fonctions homogènes 
de dimension — a , 011 verra que 


^T_ , d * T . rf*T. 

J*‘ X 773} y dxdê z — 

d'-L d d'- 

d X dj X dj * y dj d ~ * ” 

d'± rf'd </■-!_ 

3177 * -*■ y -+- t?- 2 = 


d- 

— 2 -TT (CL p. 92), 

d- 

A 

— 2 -3TÎ 


d’où il suit qu’en supposant n = £x, p = C/, q = Gz, G étant 
un coefficient constant, les équations précédentes deviendront 

a. d ~ 

C 777 = (/*' — a c (1 H- A*)) 


d l 

, d 


dx * 

C9=(M'-aC(tH-M))ÿ, 

^ 77T — (/* r — 2 6 (1 -t- /*)) -jd- f 
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qui seroient celles de l’orbile non altérée, si l’on avoit 

C(h-aO = A*'— *6(i-+-a0 , ou 

Donc <Fx, J'jr , J'z, approcheront d’autant plus d’ôtre égales à 


U* 1 

r * 


A* 1 

Uli + c) 


it' 1 

( r 


r 1 1 

^.3(1 + /.) 


/*' ! 


H — , 

1 -+- f* 


que la comète s'éloignera davantage du soleil. Nous ferons 

* x = (s -; z — ■+■ ri~r) -f- » 

= é*' (î(7T7) TT7 7 ) + ^’ 

fz = r*' + «f"; 

et, ayant substitué ces valeurs dans la première des trois équations 
trouvées 11° 307 , on la changera en celle - ci : 

[3—+ ^ 7 ? *+■ (. +V'; = ^ [“3^ 

(ïôTT 7 •+• TÎr?— TT7)) 77JJ (jT7TT> 

^7^—T^))^â^( / ^é t '(ïr7T73- + -7Tÿ — 

r^))W( 4 ?- 4#> 

On se contentera de 

. d- d A 

vë" = O -+- -jr , - 37 r- = (i -+-(« ) — . 


puisqu’on doit négliger les produits de deux dimensions de n et /*'; 
alors, à cause de 


d • 1 rf*- rf- 

A , A , A A 

it ~ x -+- in } y ■+■ 7737 z — — 2 — » 
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l’équation précédente deviendra 

d'±- r/*d- di- 

= * [ ■JT — 

d*± </>4. ,/•. 


di 


» M 


■(■ 


dxdj y 


dx d : 


s" zl ) 77" ] ‘ 


(3io). On changera de la môme manière les deux autres équations 
du n° 007 ; c’est pourquoi si l’on fait, pour abréger, 


,d- d - 

J 1 +* ( _± x < _i_ i v < , 

a 1 + /u 1 v rf* ^ *0 7 




on aura 


3 ')==t» 

, j (t— 7 ) 


= (: 1 -4- A») ( ^777 / • -H «T {-¥■ sjj; s ») — d -^rr — * 




fl T «/(■*— - 7 ) 

~JV< — U 1 N -d. 


Dans le cas que nous avons discuté d’abord, où a:, 7 % z et A sont des 
quantités assez petites relativement à x',y', z' et û', on a dû déve- 
lopper d- de maniéré que 

, 1 d J r d 7 d V . d ’v . d 'v _ 

7 = 7 “ ■77 rÆ — Hÿ y — — 3 *+- Uirr * •+- ZP7P *7 -+■ 


rf’dr 




dx'Jz 1 

d 


— XZ - 4- 


r/’A 

A 

d I 'di 1 


mais • 


1 

{_ y —y' 

dx > 


yz -+- 
d 7 


d'± 

A 

Y i*" 


d r 


1‘ dx ’ i' dj » <• 

de plus si l’on suppose 

d~ d -V </ d, 

» y i' y 

7 TT r x "JJ 7 " ^ 7P ~ 3 — 


on aura 


d± 


,£t ü 

dj * ' 


.Ü Ü 

i/r ’ a;' 


''T 
' «/; 


et les 
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et les équations du n“ 298 seront changées en celles-ci : 


d'it 




</* 


Ainsi , pour l’un et l'autre cas, les équations sont de la même forme. 
Dans le premier, contient, aux quantités près de l’ordre des pro- 
duits de deux dimensions de /x et /x' , les deux premiers termes de 
p, développée en suite ascendante par rapport aux puissances de 
a: 1 , y', z'; dans l'autre, -j- renferme les deux premiers termes de •£-, 
développée en suite ascendante relativement aux puissances de x, 
J» z. 

( 3 i 1). Il suit de là qu’ayant supposé 

/(t — r)_ x t)_ y , d (j — 7) .7 

si l'on fait 

d(±— ÿ) d (-? — T) <*(-? — 7) 

' S . * ‘ X' U 1 '‘ S V’ * ' T» 

— A > A* 3- — 1 1 M 33 — 

//=(/) + «!?, /A' = (A')-t- JV, «Ti'= («')-+. JY, 

^ l = ( / ) ■+■ J' A , S" h = (A) — H /fi, (T 1 — ( / ) - 4 - / 1, 

(/), (/*')> etc. étant les valeurs de //, «f/t 1 , etc. qui proviennent 
de la simple substitution de 


3(1 + 7.) 

-1- 

1 + 7*' 

y 


X 1 

3 Ci + 7.) 


1+7*' 

X 


y' 

3(1 + 7*) 


» + 


au lieu de J'x , <f^, <f z ; on aura (n° 3oi ) 


Nn 


a 8 a ASTiLONOMi 

?£- = — C'X' — D'Y', 
^ = — C''X' — D"Y', 

dt* T f 71 

~JT L L > 

Fartant , on aura 

iLL = _ C' X' — D' Y', 

_ C”X' — D"Y', 


B PHYSIQUE. 


<//<•' 

Ut 

= — 

G'X' - 

-H' 

Y', 

(// K 

Ut 

= — 

G''X' - 

-H» 

Y', 

dJ » 
Ut 

— — 

L"Z'. 



u tu* 


1 r.i 

Y' _ 

. H' V» 

Ut 

UJl 

Ut 

dt 

d(h Qll 

X' — H"Y', 


«t/A J ( h) i |yf 

~3T — ~di ^ L ' 


J U) 1 1171 . 

HT — L ^ > 


et il sera démontré qu’on peut toujours changer X, Y, Z, en X', Y', Z', 
dans les valeurs de dSf, dSh\ etc. pourvu qu’on ajoute d(f ), 
d(h'), etc. 

(3t2). Soit dSf = Ÿr/t; ce que nous dirons de cette formule 
pourra s'appliquer à toutes les autres : on aura SJ = f-Ÿdt, si l’in- 
tcgralc doit commencer au point où Sf est nul. Supposons ou’à un 
autre point donné de l’orbite 011 soit obligé d’employer X', Y', Z', à 
la place de X , Y', Z, et que soit ce que devient 't' par ce change- 
ment ; on aura 

dSf = d(f) -+- V'dt, 

et, intégrant, <f/ = ( f ) -t- f'ï'dt -f- constante: 


et si d t doit commencer au point où finit f'Vdt, et qu’au 
même point (f) devienne (f), la constante est égale à l’intégrale 
f ’Ÿdt, étendue jusqu’à ce point, diminuée de (y'); c’est-à-dire 
qu’on aura 

>/= (/) — (/')-*- f+dt + flr'dL 

Supposons ensuite que, dans un autre point de l’orbite, on veuille 
changer X', Y', Z', en X, Y, Z, et désignons par Cf") ce que de- 
vient (f) à ce point, nous aurons (f") — (f) -f- /‘♦«f-t- f -Ÿ'dt, 
l’intégrale fV dt étant étendue jusqu’à ce point, pour ce qu’y de- 
vient Sf. Mais lorsqu’il s’agit de X,Y, Z, on a seulement Sf—f •Vdc 
-t- constante , laquelle constante est égale à ce que devient Sf au 
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point dont il s'agit, puisque là doit commencer cette dernierc inté- 
grale /'irdr, donc 

<P/= (/") - (/) 

en remarquant que le premier f'i’dt commence au point de l’orbite 
o ù d'y est nul ; qu’il s etend jusqu’au point où X, Y, Z , se changent 
en X , Y', Z' ; que f^'dt commence aiyioint précédent, et s’étend 
jusqu’à celui ou X', Y', Z', redeviennent X, Y, Z ; enfin que le second 
f •ÿ dt commence à ce dernier point pour s’étendre indéfiniment. 

(3i3). Dans le point de l’orbite où il faut changer X, Y, Z, en 
X', Y', Z', on a (n*3o7) 


i , ii’-i -yy'+ »»' 

a A* 

t(m'+ i:') A" 



3 (ii 1 ■+■ _r_r‘ 4 - ii 1 ) 1 
a a* 


partant | ^ 


XX* -f- JY* -h g S* 
A* 


et 


£1 

X A 1 


3(xr*-f -rr , + t:’)* , 3 (rx'+yj ' zz') a*' 

£"1* a a* etC * 


6 / 

Donc si l’on fait , pour abréger, 

3 A'* | I? Ixx' + sr' + **">' <5 (xt‘ 4- t z’) A 1 ' J elc 


2 A 2 A' 

3 (xx' + _rr‘ -t- s»*) . 3 a'* 


2 a' 

etc. = r. 


on aura 


X'== /*' (.yx ■+• Tx'), Y'=/A’(^-t-r/), Z' = S(yz + Tz')-, 


et y, T, seront des quantités d’autant plus petites que la distance de 
la comete au soleil sera plus grande que la distance de la planete au 

soleil ; en sorte que si le rapport est seulement j ou J , on pourra 

se contenter des premiers termes , et intégrer ensuite par les mé- 
thodes d’approximation dont nous avons si souvent fait usage. Pour 
cet effet on mettra, au lieu de x, jr, A et de, leurs valeurs 


A cos. tp, A sin.p, 


3g 

I + À* COS.» * 


Ct 


&*</ » 

+ ïoï 1 


$ étant l’anomalie vraie de la comete comptée du périhélie, 2 g le 
demi- paramétré du grand axe , et h 1 l’excentricité ; par ces subslilu- 

N il ij 
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lions , les valeurs de d J' f, dS'h’ , etc. seront composées de différents 
termes de cette forme fl cos.i p m sin.®"d®, m, n, étant des nom- 
bres entiers positifs. On mettra ensuite dans fl, pourx',^', z', leurs 

valeurs en cosinus et sinus d’un angle r = T (n“ 3o3), et fl 

sera de cette forme a -+- b sin.r -+- c cos.r -+- e sin.ar h- etc les 
coëflicients a, b , c, etc. étant constants. Ainsi fl cos.®'" sin.i p"d® 
sera composée de termes tels que a cos.®" sin. ®*rf®, absolument 
intégrables, et d’autres termes de la forme cos .®" sin.?" cos tdp, 
ou cos.®" sin.®" sin.n'vd®, où n’ est un nombre entier comme m 
et n. Mais (n° 42) 


d T = 


3 <ll y/f j f l -t- . 

J</7 ’ 


donc si l’on fait , pour abréger, 


donc dt = 


a &*</» m 


,, m . n 

yA . rc *» »»»•» ^ 

a n ' a* * 


les termes dont il s’agit deviendront 

Qn'df cos.n'v r ®n'dr sin. n'r, ou <I> d- sin. n'r, — <I> dcos.n' r. 


qu’en intégrant on peut changer en ceux-ci: 

4> sin. n'r — f sin.nW©, — © cos .n'r -4- f cos.nW©. 


Ces aires de courbes y sin. n'rd®, f cos. n' vd® , sont nécessaire- 
ment moindres que le produit de l’abscisse totale par la plus grande 
ordonnée qui est r ; c’est pourquoi si l’on désigne par F l’abscisse 
totale , elles seront comprises entre les deux limites - 4 - F et — F : 
d’ailleurs F et <1> seront généralement beaucoup plus petites que 

f Cos.® m sin.®" dtp, h cause de , qui doit être fort petite dans 

la partie supérieure de l’orbite où la distance de la comete au soleil 
est beaucoup plus grande que la distance de la planete au soleil. Mais 
pour avoir la valeur de F, ou la valeur totale de l’intégrale d® , pour 
toute la partie supérieure de l’orbite, il faudra prendre les éléments 
d© toujours avec le même signe, et F sera la différence entre les 
deux valeurs extrêmes de © , à moins qu’il ne se trouve entre ces va- 
leurs des plus grands et des moindres ; car alors, ponr avoir F, il fau- 
dra prendre le double de la différence entre la somme de toutes les 
plus grandes valeurs de © et la somme de toutes les plus petites , en 
regardant les plus grands négatifs comme des moindres, et les plus 
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petits négatifs comme des plus grands, et ajouter ou retrancher la 
différence des valeurs extrêmes de <t> , suivant que cette quantité ira 
en diminuant ou en augmentant. 


(3 14). Nous avons A = 7-^77^’ d ’où cos. 4» = ^, (i — 2A), 

^ ; ^ - t)- > P»' <*“'• 


férentielle 


qui est négative tant que A est plus grand que ( m -f- a ) g\ dans la 
même hypothèse cos.? est négatif et ne change pas de signe, tandis 
que sin.? est positif en-deçà île l’aphélie , et devient négatif au-delà. 

Donc 77(1 — si 0 - 1 ?"! lorsque n sera impair, ira en dimi- 

nuant jusqu’à l’aphélie où elle sera nulle; au-delà de positive elle 
deviendra négative, et continuera de diminuer. Lorsque n sera pair, 

cette même quantité -L. ^1 — sin. après avoir diminué 

jusqu’à l’aphélie, augmentera au-delà en demeurant toujours posi- 
tive. Donc tant que A sera plus grand que (m -t- 2) g, la quantité 
€> n'aura qu’un seul minimum , au point où ? = 180% et ce sera 
lorsque n sera un nombre pair. Il pourrait arriver qu’ayant F, les 
limites -t- et — F ne fussent pas assez petites pour qu’il fût permis 
de négliger les quantités qu’elles renferment. O11 les resserrera davan- 
tage en faisant ^ = ®’; car, à cause de qui est très petit, 

<D' sera beaucoup plus petit que «D ; les différentielles sin.n'r<f<t>, 
cos. n'vdQ, deviendront 


«D'sin./z'r • n'dr, «K'cos.n'r • n'dr, 


ou — <t> r r/ • cos./t' v, Q'd-sin.n ' », 


qu’on pe ut transformer comme il suit : 

— G>' cos.n't H- fcos.n'tdQ', «D'si n.n'v — f sin.n'vdQ'. 

Ayant raisonné sur les aires /cos. n' ri/«t>\ /sin. n’rd®', comme sur 
celles du n° précédent , si l’on dénote par F 1 l’intégrale totale de d > !>', 
et que les limites -t- F', — F’, ne soient pas assez resserrées, on 

fera de nouveau ; et continuant toujours de la même 

manière , on resserrera tellement les limites que l’erreur qu’on com- 
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mettra, en négligeant les intégrales qu'elles renferment, sera aussi 

Î ietite qu’on voudra. Voilà comme on pourra déterminer J'f J7i f , etc. 
a seule variation <f / présentera une difficulté de plus, à cause du 

t erm e ^ ' q u ‘ enlre ^ ans * a va l eu r de d<N (n° 299). 

(3i5). Nous avons vu (n c 3i3) que dJ'/est composé de termes 
de cette forme cos. sin. <p B d$ indépendants de 1 angle t , et de 
ternies tels que 

cos.®"* sin.?' 1 cos. n'td<p, cos.<p"* sin.ip* sin. n'vd<p : 

les premiers étant multipliés par c seront encore intégrables; quant 
à ceux-ci, 

t cos.? m sin.®" cos.n’rr/®, t cos.®"* sin.®" sin. n'»</®, 


ayant mis pour d <p sa valeur ^ ^° — dr, et ensuite ® au lieu de 
iélîlil "•■""l! , ils deviendront 

a*' A 

t Qn'dv cos.n'», tQn'dv sin. n'r, 
ou / ® d • sin. n ' » , — c ® d • cos. n ' ». 

On fera / td • sin. « ' » = V, ftd • cos.n ' » = U, 
et , intégrant par parties , on les changera en ceux-ci : 

®V — /Yd®, — ®U -+- /Urf®, où 


V = t sin.n'r — f sin.wV - 


Ht v/ n * 


v^UCH- p)\ 


= t sin.tt r-+- 


y ta* cos.n 'r 




U = t cos .n'r — fcos.n't - 


d t y/rt* 


H- A»)J 


: t cos. n'r- 


y/a* lin.trV 


-4- p)\ • 


Nous traiterons les intégrales /V d ® , /Ut/®, comme nous avons 
fait n° 3 1 3 ; et, conservant à h la même dénomination , nous dirons 
que ces aires sont comprises entre les limites ViF et — ViF, UiF et 
— UiF", Vi, Ui étant les plus grandes valeurs de V, U, dans la 
partie supérieure de l’orbite. Mais ces plus grandes valeurs seront 
déterminées par les équations d V = o, d U = o, dont la première 
donne cos. u t = o, et l’autre sin.n'r == o; donc V et U auront la 
même quantité pour plus grande valeur, et cette quantité sera la va- 
leur de l qui répond à toute la partie supérieure de l’orbite. Si on ne 
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trouvent pas ces limites assez approchées, on introduiroit <!>’ au lieu 
de <!>, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’elles fussent assez resserrées 
pour que l’erreur qu’on cominettroit , en négligeant les intécrales in- 
termédiaires, devint insensible. 0 


( 3 : 6 ). Le premier ouvrage où l'on calcula avec quelque exacti- 
tude les alterations que les orbites des cometes peuvent éprouver par 
l’action des planètes, fut celui que M.Clairaut publia en 1760 à l’oc- 
casion de la comcte de 1 682 dont Halle) avoit annoncé le retour pour 
la fin de 1 7 58 , ou le commencement de 1 759. Pour donner une idée 
des méthodes du géomètre françois, nous prendrons le demi-grand 
axe de 1 orbite pour l’unité, et nous nommerons e l'excentricité, r la 
distance de la comete au soleil dans un point quelconque de son or- 
bite , p 1 anomalie vraie ; et nous prendrons , pour l'équation de l'or- 
bite non altérée, \ Partant l’équation (1,) du n° 3 ® 

donnera h' = K ( 1 — e’) , et 


T — TT *+■ sin.<p/n cos.pdp — cos.<p f Cl sin .pdp. 
où l’on pourra se contenter (n 0 55) de 

et parcequ’il suffira aussi de prendre 

r iH -Æ*l-i = _ fWr'J, 

L — « ) J K(l— f) » 

on aura (n° 29 ) dt = fi — 1 r ' dt 

y ' L *•<■ - «*>J ✓ !*<• — «*)J • 

Nous nous contenterons encore der=R(i~+-p) j 

p étant = R (cos.?> f £1 sin.pdp — sin.ip/fl C os.< pdf). 

Si, au lieu de p , on vouloit introduire l’anomalie de l’excentrique 6 
(n 0 42),onauroit * 


R = 1 — e cos. fl, dp = ^ ' ~ . 

h » 

et, négligeant les quantités «le l’ordre e* dans les termes affectés de 
W et "P, on pourroit se contenter de mettre, au lieu de p, cos P sin ® 
ces valeurs * 


fl-f-csin.fl, 


- «in. 9 

c, : 
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partant , faisant , pour abréger, 0 — e sin. 0 = T, ; = e - , 


( cos.0 — e) fud 6 sin.0 — sin.0y(co$.0 — e) etdS = p' 
on auroit r= R (i -+- p') 


t v/K. = T a/Rp V 0 — /R<rd 6 . 

( 3 1 7 ). M.Clairaut n’entreprend point de tirer des équations précé- 
dentes des formules analytiques qui expriment les inégalités du mou- 
vement des comètes pour un temps quelconque , comme il avoit fait 
pour la lune. Il partage l’orbite en plusieurs portions ; et, pour la 
partie inferieure, il a recours aux quadratures des courbes mcchani- 

2 ucs, dont on trouve des tables toutes calculées dans les ouvrages de 
’otes et de Stirling (de Mcthodo dijferentiali Newtoniana , auetore 
H. Cotes; de lnterpolalione serierum, auetore J. Stirling) . Voici comme 
ces tables peuvent se déduire du théorème du n" 16. 

Soit y l’ordonnée d’une courbe dont l’abscisse est x, et U, U', U", 
etc. les valeurs de y, , jÿ , etc. lorsque x = ç>; on aura 


y = U -t- U'x -t- ^ x a -f- etc. 

ou y = U -t— U'x x’ — etc. 

selon que x est positif ou négatif. C’est pourquoi si Y et Yi sont deux 
ordonnées prises de part et d’autre de Ù et à égale distance, on aura, 
pour les aires renfermées entre U et Y, entre U et Yi, 


Ux 


x’ • 


U" J 

— ï x • 
a. 3 


etc. 


Ux — x’ -t- x 5 — etc. 


et pour l’aire totale comprise entre Y et Y j, 


d’où il suit que si l’on nomme Si, Sa, S 3 , etc. les aires totales 
produites sur la même base par les ordonnées ^ , etc. on aura 


Si = 
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51 = 2x(U"-f- 3 4 j X 4 -i- etc.), 

52 = 2x (U ,T -+- ï-j x 1 -+- etc.), 

5 3 = 2x (U VI -f- etc.), 
etc. et par conséquent 


t J»l s 3 . 

U = — — etc. 

jjî* S 5 _ x 


Sa 
2 x 

Si Sa 


T] 'f £i £1 ~ . 7^3 

2x 1 a i6o 


etc. 

7 SÎ 


etc. 


etc. de plus, la valeur de J ^ dx, ou de fdy, prise depuis Y 
jusqu'à Y 1 , étant égale à Y 1 — Y, on aura 
S , = 1£V. _ v> 


c </’ ( V 1 — Y) 

-, Sa = — , etc. 


et , ayant fait ces substitutions , il en résultera que 


S = 2XU 


d< Yi — Y) 
6 dx 


7 d l (Yi — Y) 
36o rfx J * 


3i r/Wi — Y) 

73iaô dx 1 


x‘ — etc. 


C’est pourquoi si l'on suppose l'abscisse totale divisée en un nombre 
n de parties chacune = x, et une suite d’ordonnées 

Y, U, Yi , U 1 U// — 1 , Y/i ; à cause de 


Yi — Y -f- \ r 2 — Y'i -f- -4- Y7z — Yn — 1 = Y/i — Y, 


on aura, en nommant e l’aire totale comprise entre Y et Y n, et fai- 
sant, pour abréger, la somme des ordonnées intermédiaires 

U, Ui U/r — 1 = V, on aura, dis- je, 


E = 2 X V -t- 


d (Y n — Y) 
6 dx 


X* - 


7 d* (Yn — Y) 


56c dx 


etc. 


( 3 18). L’abscisse totale étant toujours divisée en un nombre n de 

parties chacune = x, si l’on mene les ordonnées U, Ut Un, 

et qu’ayant fait, pour abréger, U -+- Un = u , la somme des ordon-, 

nées intermédiaires U 1, U 2 Un — 1 = v, on nomme a l'aire 

comprise entre U et Un, on aura 


= («-+- -7) x — 


d (Un — U) 
a d x 


d'(V' » — U ) 


7 AO < 


x* — etc. 


Oo 
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En effet U, U', U", etc. étant, comme dans l’article précédent, les 
valeurs de j, ^ , etc. lorsque x = o, si l’on nomme A, Ai, Â2, 
etc. les aires produites sur la base x par les ordonnées y, , y— . 
etc. on aura cette suite d’équations : 

A = Ux -H-^x’+i^x»-t- + 

1!« ITM» _ 

Ai = U'x-t- — s‘+ j-j x’-t- etc. 

Aa = U"x-4- ~ x’-+- etc. 

A3 = U"'x-t- etc. 
etc. et, éliminant U', U", etc. 


▼ t Ai Ai , 

A =Ux + - x ~ x 


— x* — etc. 
7" 


ou , ce qui revient au même , 

A _ u r -f- x — ÜHlzJîl x 1 -4- _ etc. 

Pour en tirer l’aire totale, il faudra mettre pour U la somme de toutes 
les ordonnées, moins la derniere, et pour U i — U, cette suite 

XJi — U -+- U2 — U 1 -H H- U/i — Un — 1, 

qui n’est autre (juc Un — U ; on aura de cette manière la même va- 
leur de <r que ci-dessus. 


(3i 9). Soit r l’abscisse totale, on aura x = y, et 

f \ r dj Un — U) r* d‘(Vn -- U> r* 

0* (n ■ I - ~ J n 12 fi x K 1 J 20 dx‘ i 


7TT — etc. 


on a aussi 


9 — — r — JiVn T L -’ r’ -t- £ 2 ^-, Hi r* — etc. 

O a ' ÏTJZ ?*odx> 

Au moyen de ces équations, si on éliminé — 7777 — , on en tirera 

» , n— » x 71*— 1 «f’CU/i U) 4 . . 

(n a — 1 )* = (nu-+- — v)r ^ ?2oJx > ~ r etc. 

Cela posé , en n’ admettant que trois ou quatre ordonnées, et n étant 
_ 2 ou = 3 , on a , en négligeant le terme qui a pour diviseur 720 
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et les suivants , pour l’expression de l’aire , dans le premier cas , 
r ; dans le second cas , r. 


Pour trouver l’expression de l'aire dans la supposition de cinq or- 
données, 011 nommera u la somme de la première et de la dernière, 
v celle de la seconde et de la quatrième, w l’ordonnée du milieu, et, 
calculant comme pour trois, on aura 


y -4- i w 

6 


d % (U4 — U ) 

4. 720 


r 4 -+- etc. 


Mais en regardant cette aire comme partagée en deux parties par 
l’ordonnée w, et nommant A, a, les deux aires, sur la base —, dont 
la somme est a ; y 1 , y 2 , les ordonnées dont la somme est v\ on lire 
de la môme formule 


« l) + »+ <r > 

r d*(tv — U) 

A — 6 

2 4 . 720 </** 

»<• •+. Ua+ 4 7 * 

r </*( U 4 — «•) 

a 6 

a 4 . j 2 odx‘ 

et par conséquent 


# + 4 »+i» 

J'(iU-U) r 

9 — 

64 . 720 dx l 


*6 


-4- etc. 


76 ■+■ etc - 


Avec les équations que nous venons de trouver, on éliminera 


d' (U 4 - U) , 
64.720*/** * 


en négligeant 
l’aire 


les termes suivants , et on aura pour l’expression de 

7 u - 4 - 3a v 1 a w 

JS 


Il n’est pas nécessaire de pousser plus loin ces calculs. 

( 3 îo). Ces méthodes pourront être employées utilement, lorsque 
la distance de la planète à la coinete sera assez grande , et que les 
variations de cette distance seront très régulières ; dans les autre» 
cas, on aura recours à celle que nous avons expliquée n~ 33 et sui- 
vants. Mais revenons à l’ouvrage dont nous devons donner une idée. 
M. Clairaut fait usage des quadratures méchaniques dans les trois 
premiers signes d’anomalie excentrique, à compter du périhélie, et 
dans les trois derniers; avec cette seule différence, que, dans ceux-ci, 
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<r et R approchant toujours, l’un de ses plus grandes valeurs, l’autre 
de ses plus petites, et a>, où entre devenant très considérable , 

il croit nécessaire de calculer par des aires qui procèdent en sens 
contraire de la marche de la coniete. Or 8' étant l’anomalie de l’ex- 
centrique, prise dans un sens opposé à celui du mouvement de la 
coincte, et R'<r', <a', p", ce que deviennent R,<r, eo, p', en mettant 
6' pour 8; si l’on désigne par /' ce que devient tr\ et par a', b\ ce 
que deviennent f a> sin.8 </ 6', f ai (cos. 6' — e ) r/6', que nous nom- 
merons P', Q', pour abréger, lorsque 8' = 90°; il faudra substituer,. 

dans les formules du u' 3i6, a' — /'à <r' ; partant, &>' -t- ~ à tu' : 
et , à cause de 

__ 1 /* (ro*. — r)r/S' »in. 6 ' 

ir* « K' » J n** — “R 7- » 

lesquelles deviennent — A et 1 au point où 8'= 90°; il faudra sub- 
stituer à P ', Q', ces valeurs, 

P' --'“(TP”». 

on aura de cette manière 

p"= (cos. 6' — c) (P' — o') — sin.6'(Q' — b') -+-2/' (1 — sin.8'). 

De plus, ayant écrit Zy/K = T' — 2 /R'p''t/8' — /R'o-'</8', 

au lieu de la formule du 11 e 3id, si l’on nomme A', B', F', les valeurs 
de 

/(cos. 6' — e) P'R'c/S', /sin.6 r Q'RW, /r'RW, 
au point où 6' = 90°; à cause de 
/(cos.8' — e) RV/6' = (1 -4- e 1 ) sin.8' — ^ 8' — A sin.2 6', 
f sin.6’R'd8' = — cos.8' -l- ^ cos.2 8', 

/( 1 — sin.8') R'dS' = 8' -t- cos.8' — e sin.6' — A cos.2 8', 

qui deviennent 1 -+- e 1 — ~ 90°, — — , 90° — e -4- , 

lorsqu’on fait 8 ' = 90", il faudra substituer à 

— 2 /R'p''d8', — /RVd6', ces quantités 
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2 [A' — /(cos. G' — c) P'RV/G'] -4- 2«' [(1 -4- c’) (sin.G' — 1) -4- 
h ( 9 o“ — 0 ') j. sin.28'] — 2 (IV — /siu.G' Q'R'f/G') 

2 b' [cos.G' — J (cos. 2 0 '-+- 1)] -+-4/' [90° — G' — cos.G'-t- 
c (sin.G' — 1 ) -+- -j- (cos. 2 G' -4-1)], 

F' — /o-'R'dû' — /' [ 90° — G' -H c (sin.G' — 1)], 
et on aura 

t v/K = T’-+- 2 A'— 2/ (cos. G '— c) P'R',/ 0 '— 2 B'— t— 2 /sin. G’Q'RW 
+ F'-/ir'llW- [2fl'(i+ e J ) H- 3 c/'] (1 — sin.G’) -4- 
3 (cn'-t- /') (90° — G') — ~ sin. 2 G'-t- (£' — 2/') [2COS.6' — 

-L (cos. 2G' -t- 1)]. 

( 32 i ). Lorsque le mouvement de la planète perturbatrice ne sera 
pas assez rapide , par rapport à celui de la comete , pour produire de 
grandes et de fréquentes irrégularités dans la suite des forces 'P et W, 
on pourra beaucoup abréger les calculs numériques tics pénibles 
que la méthode précédente exige , en représentant par une suite 

de termes tels que AG’, A étant un nombre entier positif, ou zéro, 
et A un coefficient indéterminé. Dans cette hypothèse p' renfermera 
une suite de termes de cette forme, 

A(cos.G/6*sin.Gi/û — sin.G/G* cos.GdG) -f- ■^ r - i A/G’ + ’cos.Gr/G. * "“** 
Or des deux équations 

/ 0 ’sin. 0 d 0 = — G’ cos.G - 4 - A/G’ 1 cos.GdG, 

/G’cos.GdG = 0 * sin.G — A/G’' ’sin.Gr/G, 
il est facile de tirer 

/G* sin.GdG = — G* cos.G -t- AG’ — 1 sin.G -t- A (A — 1) G’ 3 cos.G 

— A (A — 1) (A — 2) G’ - 3 sin. G — A (A — 1) (A — 2) (A — 

3 ) G’ - * cos.G -t- etc. 

/G’ cos.GrfG = G’ sin.G -h A G’ ’ cos.G — A (A — 1) 6’ 3 sin.G 

— A (A — 1) (A — 2) G’ - 3 cos.G -t- A(A — i)(A — 2) (A — 

3 ) G ’ - * sin.G -t- etc. 


] 
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rcs deux suites ayant pour dernier terme, l’une ± i. 2.3 A mul- 
tiplié parsin.0, ou cos.9, l’autre ±1.2.3 A multiplié par 

cos.8, ou sin.8, selon que A est impair ou pair; ce terme, dans l’une, 
a le signe -l- lorsque A est un des nombres 1 , 2 , 5 , 6 , 9 , 10 , etc. et 
le signe — pour tous les autres nombres; dans l'autre, le dernier 
terme a le signe - 4 - pour les nombres 1 , 4 , 5 , 8 , 9 , etc. et le signe 
— pour tous les autres. Donc 

cos. 8 yV sin. 0;/0 — sin.0 cos.Sr/8 = — 0'-f- A - (A — r) ■ 0 V * 
— A* (A— 1 ) • (A — 2 ). (A — 3). 0'“ 4 -*-etc. 



laquelle a pour dernier terme zp 1 . 2.3 A 0, ou ziz t . 2 . 3 A, 

selon que A est impair ou pair, le signe — étant pour les nombres 
1 , 4 , 5 , 8 , 9 , etc. et le signe -+- pour les nombres 2 , 3, 6 , 7 , etc. 
Lorsqu’on aura l’expression de p\ on la multipliera par Rff0, ou par 
(1 — c cos. 0 ) r/9, pour en tirer celle de /"Rp'c/ 0 : ainsi toutes les 
intégrations que la méthode des suites paraboliques exige ne présen- 
teront aucune difficulté ; nous ne nous y arrêterons pas davantage. 

(322). M. Clairaut fait usage d’une méthode particulière pour les 
six autres signes d’anomalie excentrique, ou pour déterminer l’alté- 
ration de la partie supérieure de l’orbite. Elle ne diffère point, quant 
au fond, de celle que M. d’Alembert a employée dans les mêmes ch*, 
constances ( Opuscules mathématiques , tome II), et qui consiste à 
imaginer autour de la comete une espece de satellite qui est attiré 
vers le soleil par une force, en raison directe de la somme des masses 
du soleil , de la comete et de la planète perturbatrice , et inverse du 
quarré de la distance de la comete au soleil , sans qu’il puisse être 
dérangé d’aucune autre manière sensible. Faisons passer par le soleil 
et par la planète perturbatrice une droite AD dans laquelle doit se 
trouver le centre de gravité C des deux astres; en regardant le soleil 
comme étant immobile en A, le centre de gravité et la planete per- 
turbatrice décriront autour du point A des ellipses dans le même 
temps : de plus, M et M" étant les masses du soleil et de la planete, 

le point C est attiré vers A par la force AC, qui devient 

■JF (irphO. à causc de -Sff = TOr • don,lée P ar ,a propriété 

du centre de gravité ; c’est pourquoi, si l’on imagine un satellite m 
qui décrive autour de la comete M' une ellipse égale et semblable à 
celle décrite par le point C autour du soleil , ce satellite sera poussé 
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vers la conictc par une force -i= r . ^ ^ N — ) » et il participera à tous 

les mouvements de cet astre dans l’espace absolu , c’est-à-dire qu'il 
sera animé par des forces égales et parallèles à celles qui agissent sur 
la comcte. Or le point m étant dans le plan du triangle MM'M’ 1 , 
dont les côtés passent par le soleil , la comete et la planete pertur- 
batrice, si, de ce point, on lire des parallèles mp, mq, àM'M", 
M'M, qui rencontrent MM" en p et r/, il sera poussé, suivant mq, 

par la force , et, suivant mp, par la force ^=-7 ; quant à la 

4 m q # 4 mp 1 

force ===r M . )’, elle est évidemment détruite par une autre 

force égale Ç qui agit en sens contraire. Mais 

se décompose en deux autres, : Ü ,- 1 m M , — M q , et se 

1 ni q ntq 1 m p 

décompose en celles-ci , pM , -^=y m M , qu’il faudra encore 

4 m p 1 m p 4 

décomposer suivant mM, et perpendiculairement à cette ligne. Dans 
tous les cas, m M est considérablement plus grand que m M', ou M q, 
et , à cause de mq' = mM’ - 4 - mM ' 1 -+- 2 m M • mM' cos. m MM", 
on peut se contenter de -=Lr = =7 (1 — 3 ,”'w cos.m MM"). Ainsi 

on aura , suivant m M , la force — _ t. - / 1 - (1 — cos.m MM") v 
suivant Mq, la force M q (i — cos.mMM"), ou sim- 
plement M q , qui , décomposée suivant m M , et perpen- 

diculairement à cette ligne , donne —, M q cos. m M M ", et 
M q sin.mMM". Il reste à décomposer, suivant mM, et per- 


pendiculairement à cette ligne , les deux forces -^Lr p M , -=SL-r m M ; 


M" 


c’est-à-dire qu’il ne nous reste que p M, qui donne, suivant 

m M, la force — - p M cos. mMM", et perpendiculairement à mM, 


la force p M sin.mMM". Lorsqu’il s’agit de la partie supé- 


rieure de l’orbite , où la comete est fort éloignée du soleil , M m est 
fort grande relativement à Mp, et à plus forte raison relativement 
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à M7, ou à ni M'. Nous négligerons les ternies affectés de l’une ou 
l'autre de ces quantités , et, de la réunion de toutes les forces, il ré- 
sultera ces deux-ci : 

+ cos. ni MM", 

su M su p sn p 1 

— p M sin.mMM”. 

su p ' 

Mais en prenant sur MM” un point C pour le centre de gravité du soleil 
et de la planète perturbatrice, on a MC, ou /nM'= j— MM”; 
d e plus , p M = M M p M " = M M " — M M " = 

Kf |L r r MM”; donc M”. pM = p M . MM"= M . mM'; 
et les deux forces précédentes se réduiront à une seule 
— — H -===r ni M, qui agit suivant mM. 

su M sn p * u 

Enfin 77) M étant considérablement plus grand que M p ; à cause de 
mp' = wM’ - 4 - M p’ — 2 ru M . M p cos. ni MM 1 , on pourra se 
contenter de wi Al * au lieu de mp'; et le satellite fictif sera seulement 
tire vers M par la lorcc =-, . 

• su M 

Ainsi lorsque la comète est dans la partie supérieure de son orbite, 
il n’y aura qu’à chercher l'ellipse décrite autour du soleil parle satel- 
lite en vertu de la force précédente , et mener ensuite par chaque 
point m de cette ellipse une droite /nM', parallèle à MM”, et 

= —H— , MM"; de cette manière on aura le lieu de la coinete. 

( 3 î 3 ). Les rapports des masses des planètes à celle du soleil sont 
des éléments importants dans la théorie des perturbations des co- 
mètes ; ils entrent dans les équations différentielles mômes, et sont 
la base de tout le calcul. Quant à la masse de la coinete, on ne pourra 
jamais la déterminer; mais, comme il est naturel de la supposer très pe- 
tite vis-à-vis celle du soleil, on pourra la négliger. Lorsque les planètes 
ont des satellites, il est facile de calculer les rapports de leurs masses 
à celle du soleil. En effet, nommant S la masse du soleil, P la masse 
d'une planele principale, r la distance moyenne de cette planète au 

soleil , 6 son temps périodique , on a P S, ou simplement S = ; 

et si 
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et si cette planete a un satellite dont la distance moyenne à la pla- 
nète soit p, et son temps périodique r, on a aussi P = -y-. Donc 



De plus, le diamètre de la planete étant e, si on la considéré comme 
une sphere, son volume sera proportionnel à e J ; et nommant D sa 
densité , on aura D = — (r)*’ 

Nous allons appliquer ces formules aux planètes qui ont des satel- 
lites. 

(324). Pour la terre, fl = 365 1 9' 11"; le mois périodique de 

la lune, ou r = 27 ,- 7 k 43 ' 1 * r : de plus, y- est le sinus de la paral- 
laxe horizontale du soleil, y le sinus de la parallaxe horizontale de 
la lune qui répond à sa distance moyenne A la terre 5 et si on nomme 
p', p", celles de ces distances qui répondent à o et à i8o°d’ano- 
rnali® ' y, y , seront les sinus des parallaxes correspondantes. Par 
la propriété de l’ellipse, p = ; donc — = -7 — - — — Mais 

e ^ e * 

les tables de Mayer donnent y = sin. 54 ' 1 3 ", ^;=sin. 60' 29”, 
et par conséquent y = sin. 57' 10'', 3 ; c’est la parallaxe sous l’équa- 
teur : on en retranchera 7";, et on aura, ;\ la latitude de 45 ”, 
y = sin. 57' 3 ”. En prenant la parallaxe du soleil de 8 ", 5 , on a 
~ = sin. 8”, 5 ; donc y- = On mettra les valeurs de 

-Î-, dans l’équation et on lrouvcra P our la masse 

de la terre , exprimée en partie de celle du soleil , cette fraction , 

3 

366*6 i* 

Pour jupiter, on prendra fl = 433a' 8 k 28'; et, choisissant le qua- 
trième satellite pour lequel t = 16' i6‘ 3 a' 8", on trouvera un rap- 
port -J- aussi exact que celui qu’on a trouvé pour la terre. Mais on 
n’aura pas y avec le même degré d’exactitude ; si on le prend 

PP. 
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= sin.8' 1 6”, la fraction ^ sera la valeur de la masse de jupiter en 
partie de celle du soleil. 

Pour saturne, fl = 10761' ao k 33 ' 41"; et» choisissant le quatrième 
satellite , r = i 5 * aa k 41' 23 " : donc si l’on prend y = sin.a' 59", 
on aura pour la valeur de la masse de saturne, en partie de celle 
du soleil. M. Clairaut, dans sa Théorie des comctes, suppose ce rap- 
port — jd—, ce qui fait la masse de saturne beaucoup trop considé- 
rable ; quant à jupiter, il prend pour le rapport de sa masse à 
celle du soleil, comme nous l’avons trouvé. 

( 3 a 5 ). On déterminera le rapport des densités de jupiter, de 
saturne , à celle de la terre , au moyen de la formule D = -E (-7) » 
où y exprime la distance du satellite à sa planele principale en 

demi-diametres de cette planete, et on aura les trois densités de la 
terre, de jupiter et de saturne, entre elles, comme les nombres 
1 ; o, 201 55 ; o, H2i5, ou A-peu-près, en raison inverse des dis- 
tances moyennes. En effet, d, a', d ", étant les distances moyennes 
de saturne, jupiter et la terre, si l’on suppose 5777 = 1, on a à-peu- 
près -j- = o, 19228, ÿ — o, 10482. Il faut en conclure que, s’il y 
a une loi entre les densités des planètes, et si cette loi suit la raison 
inverse des distances, en nommant d", d ”, d' , les distances de 
mars, venus et mercure, on doit avoir les densités de ces planètes 
respectivement égales à 

jV = o, 6563 o, — =j, 38 a 5 o, ^- = 2 , 58331 . 

d 1 * ^iv ’ d* 

Mais ces densités sont exprimées en parties de celle de la terre ; il fau- 
dra les multiplier par les cubes des diamètres , exprimés pareillement 
en parties de celui de la terre, pour avoir les masses correspondantes, 
exprimées aussi en parties de la masse de la terre. Or les diamètres 
apparents de mars, venus et mercure, vus de la distance moyenne 
du soleil à la terre , étant 1 1 ", 4 ; 1 6", 7 ; 7 ", si on les divise par 1 7 ", 
diamètre de la terre , vu du soleil , dans la supposition que la paral- 
laxe de cet astre est de 8" J, on a les nombres suivants o, 67069; 
0,98235-, 0,41176, pour les valeurs de ces diamètres , exprimées 
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en parties de celui de la terre. Les cubes de ces nombres, étant mul- 
tipliés respectivement par les densités , donneront les masses en par- 
ties de celle de la terre ; et, ces masses étant multipliées ensuite par 

rapport de la masse de la terre à celle du soleil, on en tirera, 
pour les rapports des masses de mars, vénus et mercure, à celle du 
soleil, les nombres suivants : T ^, , ^- o . 

( 336 ). Nous ne dirons rien de llerschcl ; lorsqu’on connoîtra 
mieux la distance moyenne et le temps périodique d’un des satel- 
lites qu’on vient de lui découvrir, on déterminera le rapport de la 
masse de cette planete à celle du soleil, indépendamment de la loi 
du n° précédent. Quoi qu'il en soit , avant d’entreprendre le calcul 
des perturbations qu’une ccmele a dû éprouver, il faut bien s’assurer 
de scs éléments, que l’on ne peut déduire que des observations qui 
en ont été faites. l'Jewton, dans le troisième livre de la Philosophie 
naturelle , proposition 4 1 , se propose le problème suivant : Déter- 
miner , par trois observations données , la trajectoire d’une comète 
dans une parabole. Newton reg.u doit ce problème comme très diffi- 
cile •, dans ces derniers temps plusieurs analystes célébrés se sont 
proposés d’éclaircir et d’étendre sa solution. Mais cette partie de l’as- 
tronomie, dans laquelle on détermine les éléments des orbites d’après 
les observations, ne doit point entrer dans notre plan. Elle est traitée 
avec toute l’étendue et la clarté dont elle est susceptible, dans l’ou- 
vrage de M. Duséjour, qui a pour titre , Traité analytique des mouve- 
ments apparents des corps célestes , dont le premier volume vient de 
paraître. Il nous reste encore à donner une idée des méthodes d’ap- 
proximation de MM. d'Alcmbei t et le M“. de Condorcet ; nous com- 
mencerons par celle de M. d’Alembert , que nous appliquerons à 
l’équation (A) du n° 270. 

(337). En ne poussant pas l’approximation au-delà des quantités 
de l’ordre a, pour abréger, nous aurons à intégrer 

(A) - 4 - m*jr -+- n-h apy'=o, 

de laquelle on tire , en la multipliant par 2 dy, et intégrant ensuite, 

(B) + c. 

Conformément à la méthode dont il s’agit, il faut différentier deux 
fois la première équation , et substituer dans les termes de l’équation 

Ppij 
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du quatrième ordre, qui seront affectés de *, au lieu de 
leurs valeurs, tirées des équations (A) et (B); ce qui donnera 

**p(c — Iny — im'y') = o. 

Avec celle-ci, et l'équation (A) , on éliminera a/?/ 1 , et on aura 
-f- 4 m’ (n -+- m*/) + 2 i/i(c- 3n/) = o. 


équation linéaire qui a pour intégrale complété de l’ordre immédia- 
tement inférieur. 

J’y J* J'y , fj‘0 , r , \ Jy SJ', . f . J.\ 

(4 m'n -+• 2 cc/>) yWr = constante, 
o- étant donné par 

ST + 5m’^ + (4m' — 6 a/i/j) tr = o. 


Soit o- = e*-‘ ; cette valeur satisfera , pourvu que A soit donné par 
l’équation du quatrième degré , 

A* -t- 5 m* A’ -+- 4 m* — 6 a.np = o. 

On en tire 


Les quatre valeurs de A seront imaginaires, et pourront être repré- 
sentées par 

=*= */— , (« — i^), ±/-i(2m + ^). 

Ainsi en faisant, pour abréger, m — == ju, 2 m -H = », 

on aura 

= ~+~ ^ s ^ n * A 4 * - * - A cos. sin.»r-+- f co s.vr, 

où H, A, I, 1, sont les constantes arbitraires ; et il faut remarquer 
que, si l’équation du quatrième degré avoit des racines réelles, la 
valeur de y renferineroit des termes qui augmenteroient avec la 
quantité t. Si je n’avois pas négligé les termes affectés de *\ l’équa- 
tion du quatrième ordre, outre le terme affecté de a, auroit renfermé 
un terme affecté de a ‘ ; je l’aurois differeutié deux fois, et j’aurois 
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substitué dans les termes de l’cquation du sixième ordre affectés de 
a, a au lieu de leurs valeurs, tirées des équations (A) 

et (B). J’aurois eu de cette maniéré trois équations, du second, du 
quatrième, et du sixième ordre, au moyen desquelles j'aurois éliminé 
ay‘, et je serois parvenu à une équation linéaire du sixième 
ordre. Pour intégrer, j aurais à résoudre une équation du sixième 
degré, dont il faudrait que toutes les racines fussent imaginaires pour 
que la valeur de._y ne renfermât que des sinus et cosinus d’angles 
multiples de e, etc. 

(328 ). Pour intégrer la môme équation , 

— -t- m'y -+- n apy'—o, 


en suivant la méthode de M. le M h . de Condorcet, on la multipliera 
par le facteur Ailt -+- Bydt -h C dy, où les indéterminées A, B, C, 
sont seulement fonctions de t ; après quoi 011 lui donnera la forme 
suivante : 


d [(A h- BjO -t- ^ (&)’-+- (" c — ^7)7 

* -h y y - (^ )*+ T (4r 


C-£)y 
— m’ JC h- a(m*B 


H- «p A) de) y ’ H- ( 4 r — n JC -H (nB -t- m’A) dt) y -+- 
nAde — (dC — 3 BJt)jr , = o. 


Ou fera JC -1- 2 B dt = o, 

— m’JC -t- a ( m ’ B apA)de=o> 

— n JC -t- (m’A -+- nB) Jr = o v 
on en tirera JC = — 2 B Jr, 

—■ -t- (4m 1 B -4- 2«pA) de = o, 

-t- ( m’A -t- 3 n B) de = o. 

Soit B = ap£, la seconde équation donnera 2 A = — ^ — 4 rn'C, 
et on aura, pour déterminer C, l’équation du quatrième ordre, 

44 -t- 5 m’ 44 -H (4 m 4 — 6 <tnp) G =: o. 

Puisque B et C sont de l’ordre *, on pourra négliger, dans la première 
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équation , les termes dans lesquels ces lettres sont multipliées par « , 
et intégrant, on aura 

(A- 4 -Bj) ^7 + 7 (ÿ) ■+■ (" c — 77 ) m ’C — 
f nAdt = const. 

Mais G a quatre valeurs qui sont, sin. /dt, cos. /uf, sill.rf, cos. rf ; 
ainsi l’équation précédente donnera quatre équations, avec lesquelles 
on trouvera y en sinus et cosinus d’angles multiples de t. Nous 11e 
nous étendrons pas davantage sur ces deux méthodes; elles ont été 
bien discutées par M. le M**. de Condorcet , dans un savant mémoire 
sur les méthodes d’approximations, imprimé parmi ceux de l'aca- 
démie des sciences pour 1771. 


(329). Nous avons donné, dans les mémoires de l’académie des 
sciences pour 1 783, une méthode d’approximation pour résoudre les 
équations différentielles de tous les ordres, que nous nous contenterons 

d’appliquer à celles du second ordre représentées par -+- n = o, 
où n est fonction de y , r, et ^ . Si Ton fait ^- = z; à cause de 
dz = ^ dt - dy, au lieu de l’équation différentielle du second 
ordre, on aura une équation aux différences partielles du premier 
^ + 2^ + i«=o, dont nous représenterons l’intégrale complété 

par B -4- F I K. = o. En différentiant cette intégrale deux fois, l’une 
par rapport à /, l’autre par rapport à t , et éliminant la fonction arbi- 
traire , il vient 

(d K rfB </K </_B\ / «ne rfB d K d B \ dz 

dy dz dz dy ) dt \ dl dz dz dt J dy " 

rfK a B rfK dH_ 

dy dt dt dy 


En comparant cette équation à la proposée, on en tire 

d K (dV. </b\ rfn /rfK \ x 

Tz {nr 2 17 ) — 77 {dT ■+■ z SJ) — °* ( 

dYL fd B d B\ rfB /dK . d K\ ( ' 

-ij [yr ~ t* 77) ~ dj (-r •+■ * 7 i) = °- ) 


.(A) 


( 33 o). Nous supposerons 

B =mi + rai+Y + y + y + etc. 
K = Mz-+-Mi -t- ^ -+- -4- -t- etc. 
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et, ayant fait ces substitutions dans la première des équations (A) , 
il faudra qu’elle ait lieu indépendamment de z. C’est pourquoi si l’on 
fait , pour abréger, 

* 



d M 

if dm 

dm t 

m 

HT — m J? = n 

’ m ~dT 


d Ma 

M ±01 

d M 

Itl 

dt 

— 1V1 d. 

ma 77 


</M3 

M J — 

JM 1 

m 0 _____ 

J)X 

dt 

dt 

» #4 -6 dT^ 


dm 


dm i o 

-H ma —77- — 2 mo 


dt 


d M 

HT 


aM3 


dm 

: jt 


m 


= n 3, 

d M .( y, m d tn \ d M 2 

* — M — ~r~~ — m 3 


dt dt dt 

3 M3^-3/n4^ + 3M4^=n4, 


M a 

dm 

dt 


dm 'î 


— a m 3 


J Mi 


etc. on en tirera 


M 


<//« 

TT 


„ «I d /« 1 d Mi 

— m 7r = 0 ' — m ~7V = n » 


4r 


M aint 

-j m . 

<V d Jf 


— Ma -f ma ^ 


n 1, 


M d m 3 </M3 « « </ m 1 t/Mi . o d\ 1 

-37 ™ -jj + aM3 - +am3 ^ 


Ma^ 

dy fl / fl / 


</ Ma if o 1 

/ 7 I 2 —7 2 M Ù — 7 

•'.> <r 


o </Mi o . dm o . </M o 

am3 -77 3m4 _ -f- 3m4 *^ 7 - = «3, 


M amo 

4r 


m a a M 3 


M am* . </M3 

2 ^r-+- — ^ 

a m 3^i-3M 4 ^- + 3m 4 ^-4M5ÿ.+ 

d M 


, p a va , 

4 "*5 — «4, 

etc. 

(33i). On aura de plus 

JB d K JB JK , , ni 

njd7 — 77dj = n -+--r-+ — -*- etc. 
et si on convient de se servir de (mM) pour représenter 

dm d M t/'i </M 

dj dt dt dy ’ 

et ainsi des autres quantités de même forme , on trouvera 
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^_^2=(mM) z’H- [(miM) + (mMi)] 2 +(i»2M) 
'' 4.(biMi) + (wMj) ■+• [(m3M) + {maMi) + (miMj) 
-t- (mM3)] z- 1 -+- [(« 4 M) •+■ (M3Mi ) -+■ (maMa) -4- 
( m 1 M 3 ) -+- («M4) ] z->-+- etc. 

Il suit donc de la seconde des équations (A), que si, en développant 
^ , nous pouvons lui donner cette forme , 

az' -4- ffz-+->-+- 7 --+“ 7 r-t" etc. 

nous aurons cette autre suite d équations, 

(raM) = an, 

(miM) - 4 - (mMi) = ani -i- Cn, 

(w2M)4- (toi Mi) ■+■ («Ma) = a. ni -4- Cm -i- yn, 

( m 3 M ) -H ( « 2 M 1 ) -+- (millî) -t- (mM3) = ««3 -H Cm - 4 - 
y II I —H S'il , 

(m4M)-4-(«3Mi)-+-(/n2M2)-t-(/niM3) -t-(mM4) = a«4 
C ni -4- y ni -4- S ni -t— * n , 

etc. Ces équations, et celles du n° précédent, vont nous servir à dé- 
terminer m , M , m 1 , M 1 , etc. ( 

(33a). En effet, e étant le nombre dont le logarithme est l’unité , 
6 i l’on prend ti, Ti, ta, Ta, etc. pour représenter des fonctions de 
la seule variable t, on en tirera 

m = Mn, M = e / “ lj Ti, 

mi=tiMi + (Ni) ta — 77- -fMdy, 

M 1 = T 2 4 - /[«M — dy , 

m2 = tiMa -4- (Na) [f 3 - 4 - fn 1 dy], 

Ma = «" M tT3 -4 - fe ftiy [>M -+• rr 777 L(miMi) -h 

iVi 

£0 N» + isq-e».]]<r}. ‘ ‘ 
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m3 = nM3 + (N3) ^ [«4 -*-'/[«» -t-Ma^i — 

™a Mi/], 

M3 = c" 1 ^ {T 4 -f- y [ «TM h ^[(/naMiH- 

M ~3T 

(miM2) + ^[2*N3 + ^] -H*Na — aMa[Mi ^ 

— e «a — >«»]] <r}» 

«4 = UM 4 -t- (N 4 ) sp [<5 -4-/[«3-+- Ma ^ — 

m 2 ^ + 2 M3^- 2 m3^] M*i/], 


M 4 = e — 3 /“V { T5 -+-/ c i f* J - r [ *M -H !,- [(m3Mi) + 

M HT * 

(maMa) - 1 - (mi M3) -f- —■ [3 «N 4 -+-^-4 - 2 «N 3^. — 

»Mi [Mi £ -H «Na - «Ma Ma -+• 

^jt] — C/i3 — yni — 


etc. il n’est pas nécessaire de pousser plus loin ces séries pour décou- 
vrir l’ordre qu’elles doivent suivre. Ainsi la proposée aura pour inté- 
grales de l'ordre immédiatement inférieur, 


Mz + Mi + j + 
ati -+- Ni -f- — -4- 


M3 

t * 

Nî 


Mj 

-t- —, — t- etc. = a , 
— t— -p- -t- etc. = b, 


n et b étant les constantes arbitraires. 


(333). Si, faisant abstraction des termes qui proviennent des per- 
turbations, et qui sont beaucoup plus petits que les autres, 011 avoit 

Mz H- M' î = a, 

et , pour intégrale finie complété, 

ac 1 -+- N'i = b,' 


les formules précédentes donneraient pour condition* 

Qq 
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«fN'i J/l .. d M'i i Af 

ST + t Mi = q, - 57 - = > 'M, 

étant la partie de y indépendante des termes dont nous venons de 
parler. Les deux équations précédentes ne sont autres que celles-ci ; 

, MJjr = o, 

T7 îr < e — — tt ï 1 -] M>(r = j-'M, 

qui exigent que G — 2 fil 1 < 0 r i ct 

. ’ S -/y <0- +/£ «tr • <« -/£ *> - £ - «»’. 

soient fonctions de la seule variable r. Ainsi nommant p et <r ces deux 
fonctions, on aura 


dt 2 i/m rr 

— — T2 = °» 

dti , a t/Ti \ </*/i 

«n ' f r . ST J ~Jî r ~ — °* 


- JTt 
Ti dt 


1 </»Ti 

Ti «/<* 


O. 


(334). Ayant déterminé Ti , Ta, m, #a, par ces équations, on 
aura la partie de la valeur de y, qui est indépendante des perturba- 
tions. Nommons -la T, et supposons y — T -t- x ; x sera une très 
petite quantité relativement a laquelle nous pourrons ordonner les 
deux séries qui doivent entrer dans l’intégrale complété. Mais pour 
trouver ces séries, il est nécessaire que Ma, M3, etc. Na, N 3, etc. 
soient des fonctions de x et t, qui deviennent milles lorsque x = o, 
et nous les rendrons telles au moyen des arbitraires 1 3, r4» etc. 
T3, T 4 , etc. que nous déterminerons par-là. Il ne sera plus question 
que de résoudre des problèmes du genre de celui-ci : 

Étant donné l’équation Z = U , où U est une fonction de r, x,z, 
qui devient fonction de i seul lorsque x — o , trouver la valeur de z , 
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et même d’une fonction donnée Z de z , en t et x, par une suite 
ordonnée relativement aux puissances de x. 

Nous parviendrons à la formule qui résout ce problème par une 
méthode analogue à celle dont nous avons fait usage n* 20 . 

(335). Nous nommerons S la valeur de Z qui répond à x = o, 
et Si, Sa, S 3, etc. ce que deviennent 


dz d'7. 

dx * dx* 


d'Z 

ÜX V 


etc. 


lorsqu’on fait x = o, et Z = S ; nous aurons 

Z = S -t- xS 1 H — — San — r S 3 H- etc. 

1 . a t.2. j 

Cela posé , si nous prenons l’équation plus générale z = <p ; U, 
et que nous supposions 


t T T /Ut /U» . /U » 

dU = dz -+- -jz dx H — dt, 


où il est clair que la caractéristique 7 ne doit point être confondue 
avec la caractéristique d, nous aurons, en la diltcrentiant deux fois, 
l’une par rapport à x, l’autre par rapport à t , ces deux équations. 


j 

(tv 

d z 

17 — < 

\ dz 

dx 

* _ , 


d z 

dt — 1 

i dx 

dt 


£) *':u. 


En éliminant la fonction arbitraire, et faisant , pour abréger, 

/U a /U tr dt t r dz 

77 • 77 = V » on aura 77 ~ V 77 = °i 

partant ( 1 ) 

Soit fait encore , pour abréger, 


J7. v HZ 

dx — v dt • 


v 

= Vi, 

dx 

dt 

IVi v /V. 

II 

< 

SJ 

dx 

dt 

iVî .. /Vj 

77 V ~ 

= V3, 


nous aurons 


Qn ‘î 


• • 
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-£. = Vi-f-V4L, 

^i = v a -+-v^, 

^ = V3-t-v^i ie tc: 

Mais l’équation (i) étant difl'érentiée par rapport à x, on en tire 

d'Z y d'Z d\ d7. 

dx‘ dxdt dx dl * 

et mettant pour -^T » ~ïrr ♦ ' eurs valeurs, 

J ' f v 1 £2. o V — — V i — 

dx' ' dl‘ ^ 2 V dt di ^ V 1 di » 


donc (a). 


■ I^IËh.V.Æ 

dt ^ v * dt • 


Je continue de différentier , et je trouve 

tix* di* d x dx «fF ' </4 * dtdx 


V dtdx ^ - dt dx J dt • 

On en tire , en mettant pour j *,*- - , ~jtj7 * ^ curs va l eurs données par 
l’équation (t) , et pour ^ , leurs valeurs données par 

les équations qui suivent, 

& = V'# + ‘V- "--g- +.3V- £.£->- 3VV,%- 
-+• « v (■£■)• # H- 3 V. g- g + 3V gt g + 


rf’-V 3 ^ d.vv 1^- 


On trouvera de la même manière 
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( 4 ) 


d'Z 

|/X‘ 


d'- V» 


d'- ■ V’ V 1 — 


</• VV 2 


l/Z 




rf -(vo , 4 ?- 

3 •" _i_ v ^ — 

0 ^ V 


etc. 


C’est pourquoi, s» nous nommons E i, E 2 , e3, etc. ce que devien- 
nent les valeurs de 

<!7. d'Z J' z 

a* > dx- » ux< » etc ' 

données par les équations (î) , (2) , ( 3 ) , etc. lorsqu'on fait x = o, 
et Z = o, nous aurons 


Z = S -+- ïe 1 -+- E 2 


t E J -4“ etc. 


pour la valeur de Z tirée de l’équation z = <p U. 

( 336 ). Je terminerai ce chapitre par une remarque relative aux 
équations de condition dont nous avons fait si souvent usage dans 
la théorie des fluides; et , pour me faire mieux comprendre, je pro- 
poserai ce problème très simple : Trouver quel doit être <7 pour que 

q ( dx -f- dz) — q’ (x H- z) (r/j -+- dz) 

soit une différentielle exacte. On a les trois équations 

-g- — 2 7 (x -t- z) (g- — g) -f- <7’ = o, 

g — 27 (a: -f- z) — 1] g = o, 

77 -+- a 7 * g + 9’ = o: 

or on résout les deux premières en supposant 

J ■+■ a — 7 = <P ! [<7’ *)J, 

quelle que soit la fonction arbitraire, tandis qu’il faudra la faire nulle, 
si l’on veut satisfaire en même temps à la troisième ; ainsi, de ce que 
deux des trois équations de condition sont satisfaites, il n’en faut pas 
conclure que la troisième doive l’être nécessairement. Par exemple, 
il pourrait se faire que les deux équations du n° 21 9 eussent lieu dans 
une certaine hypothese , sans que cette même supposition satisfît i 
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( 1 a 3 ). D’ un pendule composé . 

( ia 5 ). Principe des vitesses virtuelles. 

(127). Ce principe, combiné avec celui de M. d’Alembert, donne 
une formule propre à déterminer les différents mouvements 

3 u’un corps de figure quelconque peut prendre en vertu 
es forces qui l’animent. 

(129). Solution du problème précédent, par M. de la Grange. 

( 1 37 ). Équations pour déterminer les différents mouvements d'un 
corps autour de son centre de gravité. 

(140). Comment on en déduit les équations du problème de la 
précession des équinoxes et de la nutation de l’axe de la 
terre, 

(141). Hypothèses de M. d’Alembert pour parvenir à intégrer ces 
équations. 

(142). Première solution du problème de la libration de la lune, par 
M* de la Grange. 

Rr 
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(148). Seconde solution- - 

(i 58 ). Des inégalités du mouvement de la lune autour de la terre» 
qui résultent de la ligure non sphérique de la lune. 

( 160). Les planètes sc meuvent -clics dans 1111 milieu dont la rcsis - 
tance produise quelque effet sensible sur leurs moyens 
niflUY C ili.CH ts? Sent imen t d e AL.l dbL>e - 

(161). Examen de la question précédente. 

( i 63 ). M. de la Place propose une autre hypothèse, qui est de sup- 
poser que la gravitation 11'agit pas également sur un corps 
en mouvement et sur un corps en repos. 

CHAPITRE IV. 

De l'action mutuelle des corps, lorsqu'elle résulte des attractions de 
toutes les parties qui les composent. 

(1 66). Trouver l’expression générale de l'attraction d’un corps de 
ligure quelconque sur un point placé ou l'on voudra, en 
supposant que chaque particule du corps attire ce même 
point en raison directe de la masse et inverse du quarré de 
la distance. : 

(170). Lorsque le solide étant une ellipsoïde homogène, le point est 
au dedans de ce corps , ou à sa surface. 

(173). Lorsque le point est hors du corps et dans un des axes. 

( 1 75). Lorsque le corps est une masse fluide. 

(176). Recherche des conditions pour qu’une masse fluide puisse 
demeurer en équiliiïrëi 

( 180). Ce qu’011 appelle couches de niveau. 

( i8r ). Théorème de Maclaurin. 

(182). Il n'y a que doux sphéroïdes elliptiques de révolution qui 
puissent donner l'equilibre dans le cas de l'homogénéité et 
de la rotation. ~ : 

( 1 83 ). Analogie entre les attractions de deux sphéroïdes homogènes 
qui ne sont pas des solides de révolution. 

(184). Le problème des attractions est résolu par approximation. 
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(190). On suppose le sphéroïde composé de couches dont les den- 
sités et les ellipticités varient comme les distances an cen- 
tre, et on demande l’attraction qu’il exerce sur un de ses 
points. 

(19a). On demande ensuite l’attraction qu’il exerce sur un point 
quelconque. 

(196) . Lorsque ce sphéroïde tourne autour d'un axe, quelle est la 

condition pour que l’équilibre subsiste entre ses parties? 

(197) . On trouve l’équation de l’équilibre pour le même sphéroïde, 

lorsqu'il est recouvert d’un fluide de densité constante. 

( 199). Lorsque cette couche fluide est environnée d'un autre fluide 
de densité variable. 

(200). Hypothèse particulière de M.Clairaut. 

(201 ). Autre maniéré de transformer les équations du problème des 
attractions. 

(204). On en déduit la théorie de M. de la Place sur l’éauilibre 
des sphéroïdes homogènes qui ne sont pas de révolution , 
pourvu qu’ils different infiniment peu de la sphere. 

CHAPITRE V. 

Des changements qui peuvent arriver à la figure des corps par leur 
action mutuelle. 

(209). Du flux et reflux, lorsqu’on suppose que les deux astres qui 
agisseut sur les eaux de la mer sont sans mouvement , et 
que leurs actions peuvent être regardées comme indépen- 
dantes. 

(214). Recherches des équations générales du mouvement des 
fluides. 

(2a3). On transforme ces équations en introduisant les co- ordon- 
nées de l’origine du. mouvement. • 

(227). Ce qui en résulte lorsque les onduladons peuvent être sup- 
posées infiniment petites. 

(229). Autre maniéré de transformer les mêmes équations. 

( a 33 ). On en tire les équations dont M. de la Place a fait usage dans 
sa théorie du flux et reflux de la mer. 

Rr ij 
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(240). Solution du problème précédent, en ayant égard au mouve- 
ment de rotation de la terre, et au mouvement du soleil et 
de la lune dans leurs orbites. 

(2.46). Équations données par M. de la Place pour déterminer les 
oscillations des eaux de la mer. 

( a 5 o). Pour déterminer les oscillations de l’atmosphcre. 

(a 5 t ). Toute méthode propre à déterminer les oscillations des eaux 
de la mer sera également applicable aux oscillations de 
l’atmosphere ; préparations pour intégrer les équations du 
premier problème. 

(2 56 ). Suppositions qu’il faut faire pour intégrer ces équations. 

(260) . On ne peut déterminer les oscillations des eaux de la mer 

que lorsque leur profondeur suit une certaine loi. 

(261) . Cette loi s’accorde avec la figure de la terre qui résulte des 

observations. 

(262) . De la plus grande élévation et du plus grand abaissement des 

eaux de la mer. 

(264)- Conjectures de M. de la Place sur la profondeur moyenne 
de la mer, et sur la hauteur des marées ; sur quoi fon- 
dées. 

(a 65 ). De l’influence que l’agitation des eaux de la mer peut avoir 
sur le phénomène de la précession des équinoxes. 

(270). On démontre que , la terre étant supposée recouverte par la 
mer, la fluidité des eaux ne nuit en rien à l’effet des attrac- 
tions du soleil et de la lune sur la précession et la nutation; 
en sorte que cet eflet est absolument le même que si la mer 
formoit une masse solide avec la terre. 

CHAPITRE VI. 

Remarques sur les méthodes d’approximation dont on fait usage 
dans l’Astronomie physique. 

(269) (*). Elles sont fondées sur l’intégration des équations linéaires.! 

(270) . Méthode des substitutions successives. 


(*) Les 0“ 269 , 270, sont répétés par erreur ; ce n* 265 est à la page 234. 
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(a 7 3 ). On se propose de l’éclaircir. 

(a 7 5 ). Elle introduit dans l’expression du rayon vecteur des arcs 
de cercle. 

(2 j 6 ). M. de la Grange lui en a substitué une autre qui n’est pas 
sujette à cet inconvénient. 

(286). M. de la Place emploie les substitutions successives; mais il 
donne un moyen de se débarrasser des arcs de cercle , en 
faisant varier les constantes arbitraires. 

(288). Remarques de M. de la Grange sur cette méthode. 

(292). La maniéré de faire varier les constantes arbitraires est un 
des grands moyens de l’analyse ; M. de la Grange en a fait 
usage pour déterminer l’altération des moyens mouve- 
ments. 

(295). Nouveau moyen de déduire les intégrales des équations dif- 
férentielles des perturbations , de celles de l’orbite non 
altérée. 

(302) . M. de la Grange en fait usage dans la théorie des comètes. 

( 3 0 3 ) . Dans cette théorie on ne peut parvenir à des formules analy- 

tiques qui expriment les inégalités, comme dans les théo- 
ries des autres planètes ; il faut avoir recours aux quadra- 
tures des courbes méchaniqucs, qui même ne sont pas 
suffisamment rigoureuses, lorsque, la distance de la planete 
perturbatrice à la comete n’étant pas très grande, ses va- 
riations sont très irrégulières. Méthode qu’il faut employer 
dans ce cas-lA. 

( 3 0 4 ) . On pourra beaucoup abréger les opérations par la méthode 

des suites paraboliques, lorsque les quantités ne seront 
pas susceptibles d’éprouver de trop grandes et de trop fré- 
quentes irrégularités. 

( 3 o 7 ). Ces précautions ne sont pas nécessaires lorsqu’il s’agit de la 
partie supérieure de l'orbite, ou lorsque la distance de la 
comete au soleil surpasse beaucoup la distance de la pla- 
nete perturbatrice au soleil. Comment on peut alors sim- 
plifier les équations différentielles. 

( 3 io). Les équations qui résultent de cette simplification sont en- 
core de la même forme que celles dont on a fait usage pour 
la partie inférieure de l’orbite. 
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( 3 i i ). Conséquences qu'on en peut tirer. 

(3i3). Intégrations des équations différentielles qui sont relatives à 
la partie supérieure de l’orbite. 

(3 i(î). Théorie des cometes de M. Clairaut. 

( 3 1 7 ). Pour la partie inférieure de l’orbite , il a recours aux quadra- 
tures des courbes méchaniques , dont Moivre et Stirling 
ont donné des tables. Comment ces tables peuvent se dé- 
duire du théorème de Taylor. 

( 320). M. Clairaut fait quelques changements à sa méthode dans les 
trois derniers signes de la partie inférieure de l’orbite. 

(3aa). Il a une méthode particulière pour déterminer l’altération de 
la partie supérieure de l’orbite , qui ne difîëre pas de celle 
que M. d’Alembert a employée dans les mômes circons- 
tances. 

(3a3). Les rapports des masses des planètes à celle du soleil sont 
des éléments importants dans la théorie des perturbations. 
Méthode pour calculer ces rapports. 

( 327 ). Suite des méthodes d’approximations. Méthode de M.d’A- 
lcmbcrt. 

(3a8). Méthode de M. le M u . de Condorcet. 

(32c>). Autre méthode d’approximation. 

(334) . Elle suppose une formule, pour le retour des suites , plusgé? 

nérale que celle dont on a fait usage précédemment. 

(335) . Démonstration de cette formule. 

(336) . Remarque sur les équations de condition. 

Fin de la Table. 
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EXTRAIT DES REGISTRES 


DE L’ACADÉMIE ROYALE DES SCIENCES. 

Du 28 mars 1787. 


Nou s avons été nommés par l’académie pour lui rendre compte 
d’un ouvrage de M. Cousin, qui a pour titre : Introduction à l'étude 
de l’Astronomie physique. 

Newton a joui pendant long- temps de la gloire d'avoir parcouru 
seul une carrière immense, et ce n’est qu’environ cinquante ans après 
la première édition de ses Principes que les géomètres ont pensé 
ajouter quelque chose aux découvertes de ce grand homme. Alors ou 
a commencé à traiter avec la précision et la généralité convenables 
des questions pour lesquelles Newton n’avoit pu employer que des 
principes précaires ou insuffisants. D’abord les difficultés se sont mul- 
tipliées. Il a failu inventer des méthodes nouvelles, soumettre au 
calcul le mouvement des corps solides, celui des fluides, et perfec- 
tionner à la fois le calcul intégral et la dynamique. Enfin apres qua- 
rante ans de travaux , à compter des fameuses pièces sur le flux et 
reflux de la mer, les principales questions de l’astronomie physique 
se sont trouvées discutées et approfondies , non seulement celles que 
Newton avoit traitées, et qu’il n’avoit pu résoudre complètement, 
mais beaucoup d’autres qui, par d’accord étonnant de la théorie avec 
l’observation, concourent toutes à mettre le principe de la gravitation 
universelle au rang des vérités les plus incontestables. Nous n’entre- 
rons point dans le détail des découvertes successives qui ont amené 
la science au point où elle est maintenant ; mais nous ne pouvons 
nous empêcher d'observer avec M. Cousin que c'est principalement 
à l’académie des sciences, et aux sujets des prix qu’elle a proposés, 
qu’on doit les grands progrès de l’astronomie physique. Si la France 
n’a pas posé les premiers fondements du système du Monde, elle peut 
se flatter du moins d’avoir contribué, plus que toute autre nation, à 
développer ce système dans toutes ses parties, et à constater sa vérité 
d’une manière invincible. 

Les théories nouvelles étant éparses dans un grand nombre de mé- 
moires , il étoit à desirer, sur- tout pour les jeunes géomètres , qu’on 
les rassemblât toutes sous un môme point de vue, et que, par le choix 
et l’ensemble des méthodes, ou diminuât, autant qu’il étoit possible, 
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la difficulté de chaque question. M. Cousin , qui s'occupe de ces ob- 
jets , et qui en fait depuis long- temps la matière de ses leçons au col- 
lege royal, étoit un des géomètres les plus propres à rendre ce service 
aux sciences , et c’est ce qu’il a fait dans l’ouvrage dont nous allons 
rendre compte. 

Cet ouvrage est divisé en six chapitres. Le premier contient une 
exposition abrégée du système du Monde. On y donne une idée du 
mouvement des pianotes et de leurs inégalités. Ce chapitre est terminé 
par quelques théorèmes d’analyse nécessaires pour l’intelligence de 
ce qui suit. 

Le second chapitre traite du mouvement progressif d’un corps 
animé de forces quelconques. M. Cousin , pour se mettre à la portée 
d’un plus grand nombre de lecteurs , rappelle les principes de mé- 
chanique nécessaires pour parvenir aux équations au problème con- 
sidéré dans toute sa généralité. Ces équations, mises sous la forme 
convenable, et appliquées au cas de la nature, donnent l'ellipse pour 
l’orbite non altérée des planètes. Les loix de Képler en sont une 
suite. Mais il s'agit sur- tout d’examiner l’effet des forces perturba- 
trices. M. Cousin entre donc en matière et donne les équations diffé- 
rentielles du problème des trois corps, avec les moyens généraux de 
les intégrer, il indique brièvement l’application qu’on en peut faire 
pour déterminer l'action de vénus sur l’orbite terrestre, et il passe 
tout de suite i la théorie de la lune. Cette théorie étant extrêmement 
importante , M. Cousin la traite avec tout le soin et l'étendue qu’elle 
peut avoir dans un ouvrage destiné à beaucoup d’autres objets. H 
suit à-peu-près la méthode de MM. Clairaut et d'Alcinbert; mais il 
donne aussi une idée de la méthode ingénieuse sur laquelle M. Euler 
a calculé ses nouvelles tables. M. Cousin traite ensuite la théorie im- 
portante des inégalités séculaires des planètes, en la déduisant de la 
variation des constantes arbitraires qui représentent les éléments de 
l’orbite. Il en fait l'application au mouvement moyen, et prouve qu'en 
vertu de l’action mutuelle des planètes l’altération de ce mouvement 
est nulle-, résultat très intéressant que M. delà Place a annoncé le pre- 
mier comme extrêmement approché, et mie M. de la Grange a achevé 
de démontrer d'une maniéré rigoureuse. Enfin ce chapitre est terminé 
par les quatre intégrales du premier ordre, qui renferment le principe 
de la conservation des forces vives et celui des aires-, équations d’oii 
M. de la Place a conclu que les inclinaisons des orbites et leurs excen- 
tricités sont toujours renfermées dans des limites peu étendues. 

Le troisième chapitre a pour objet le mouvement des corps de 
figure quelconque autour de leurs centres de gravité , et l’influence 

du 
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du mouvement de rotation sur le mouvement progressif. L’auteur, 
suivant le plan qu’il a adopté , commence par exposer les propriétés 
des axes principaux. Il se sert ensuite du principe des vitesses vir- 
tuelles , généralisé par M. de la Grange , pour parvenir aux équations 
du problème. Ces équations, étant appliquées au mouvement du 
sphéroïde terrestre, conduisent aux résultats de M. d’Alcmbert sur la 
précession et la nutation. Il n’est pas aussi facile d’intégrer les équa- 
tions d'où dépend la libration réelle et physique de la lune. Mais , en 
suivant les profondes recherches de M. ae la Grange sur cet objet, 
M. Cousin parvient , comme ce grand géomètre , à ces deux conclu- 
sions remarquables et confirmées par l’observation : i°. que le lieu 
moyen du noeud descendant de l’equateur lunaire coïncide avec le 
lieu moyen du nœud ascendant de l’orbite; 2°. que, pour expliquer 
pourquoi la lune nous présente toujours la môme face, il n’est pas 
nécessaire de supposer que la vitesse de rotation initiale de la lune 
soit précisément égale à sa vitesse moyenne autour de la terre. Les 
mêmes formules mettent à portée de décider si les termes que la non 
sphéricité de la lune introduit dans le mouvement de rotation peu- 
vent expliquer l’équation séculaire qu’on a cru remarquer dans son 
moyen mouvement : mais, comme il ne se trouve aucun terme de 
celte espece, on en conclut que la théorie de l’attraction ne rend 
point compte des équations séculaires du moyen mouvement. L’exis- 
tence de celle-ci devient d’autant plus douteuse, qu'un examen plus 
approfondi de la théorie de jupiter et Saturne a fait voir à M. de la 
Place que les inégalités qu’on attribuoit aux moyens mouvements de 
ces planètes sont dues à deux équations très considérables , jusqu’à 
présent inconnues, et dont la période est d’environ 919 ans. Sup- 
posant donc qu’il y ait une accélération réelle dans le mouvement 
moyen de la lune, il faut en chercher la cause soit dans la résistance 
de (’ éther, soit dans l’inégale activité de la pesanteur sur les corps à 
raison de leur vitesse. M. Cousin termine le chapitre 111 par le ré- 
sultat de ces deux hypothèses, dont la première a été discutée par 
M. l’abbé Bossut dans sa picce qui a remporté le prix de l’académie 
sur ces objets, et dont la seconde a été traitée par M. de la Place. 

Le chapitre IV traite de l'attraction des sphéroïdes et de la figure 
des planètes. M. Cousin donne les formules générales qui détermi- 
nent l’attraction d’un corps de ligure quelconque, et celles qui éta- 
blissent l’équilibre d’une masse fluide sollicitée par des forces quel- 
conques. Il applique les unes et les autres aux sphéroïdes elliptiques, 
et en déduit les théorèmes de Maclaurin sur la figure de la terre II 
considéré aussi quelle doit être la valeur des forces pour qu’il y ait 
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équilibre dans le cas où le sphéroïde elliptique, toujours peu diffé- 
îent d’une sphere, ne seroit pas un solide de révolution. Mais coitame 
la supposition de l'homogénéité, dans ces différents cas, est trop par- 
ticulière, M. Cousin considéré le problème en général, et parvient aux 
résultats du livre de la Figure Je la Terre de Clairau t.Enhn M. Cousin 
t'ait aussi un expose de la méthode qu’a suivie M. de la Place dans les 
mémoires de l’académie, année 1775. 

Le chapitre V est destiné principalement à l’importante question 
du flux et reflux de la mer. M. Cousin détermine d'abord la hauteur 
des eaux sans avoir égard à leur inertie ni au mouvement des astres 
attirants. Mais comme cette théorie 11e rendroit pas compte de plu- 
sieurs phénomènes des marées, et particulièrement du peu de diffé- 
rence qu’il y a entre les deux marées d’un môme jour, il est néces- 
saire de déterminer en général les oscillations d’un fluide de peu de 
profondeur qui recouvre un noyau solide peu dilîérciit d’une sphere, 
en ayant égard au mouvement des corps attirants et à celui de la 
planete autour de son axe. Cette question, extrêmement épineuse, 
est d’autant plus importante qu’elle sert à décider si l’ équilibre de la 
planete elle-même a de la stabilité. M. Cousin présente sur cette ma- 
tière les résultats de M. de la Place tels qu’on les trouve dans les mé- 
moires de l’académie, années 1775, 1770, et 1 777. 11 les fait précéder 
d’une théorie générale du mouvement des fluides , qu’il applique à 
quelques problèmes d’un autre genre. Enfin M. Cousin termine ce 
cnapitre en démontrant cette proposition remarquable de M. de la 
Place : que, dans les phénomènes de la précession et de la nutation , 
les eaux de la mer ont la même influence que si elles étoient solides. 

Dans le chapitre VI il est question des méthodes d’approximation 
et de la théorie des cometes. L’astronomie physique dépend entière- 
ment du calcul intégral, et il importe sur-tout de perfectionner les mé- 
thodes d’approximation. Celle des substitutions successives ayant le 
défaut d’introduire souvent des arcs de cercle qui nuisent à la longue 
à l'exactitude des résultats, M. Cousin fait voir comment on peut les 
éviter lorsqu’ils ne sont pas nécessaires, soit par les méthodes que 
M. de la Grange a exposées dans le tome III des mémoires de Turin , 
soit par la variation des constantes arbitraires dont M. de la Place a le 

r remier fait mention dans les mémoires de l’académie , année 1 77a , 
". partie. Enfin , pour compléter ces recherches sur le système du 
Monde, M. Cousin a cru devoir donner un extrait des méthodes de 
MM. Clairaut et de la Grange pour calculer les perturbations des co- 
mètes. Il a suivi sur-tout la piece de ce dernier qui a remporté le prix 
de l’académie en 1781. 
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Le grand nombre d’objets que nous venons de parcourir, leur im- 
portance , le choix des méthodes , et leur liaison , ne nous permettent 
pas de douter que l'ouvrage de M. Cousin ne soit très utile à ceux 
qui voudront approfondir l’astronomie physique, ou môme en reculer 
les bornes. Nous croyons que M. Cousin , en se livrant à ce travail , a 
d’autant mieux mérité des sciences et de l’académie , que la géomé- 
trie, peu cultivée maintenant dans le reste de l’Europe, semble avoir 
choisi son principal asyle dans cette capitale, et qu’il importe de ne 
pas laisser perdre à l'académie la partie la plus solide de sa gloire. 

Au Louvre, ce 28 mars 1787. 

Signés, BOSSUT, LE GENDRE. 

Je certifie le présent extrait conforme à l’original et au jugement 
de l'académie. A Paris, ce 3 o mars 1 787. 

U M\ DE CONDORCET. 


Extrait des Registres du College royal de France. 

Du 4 mars 17^7. 

M essieurs le Monnier et le Fevre de Gineau , qui avoient été 
nommés pour examiner l’ Introduction à l’étude de l'Astronomie phy- 
sique, par M. Cousin, en ayant fait leur rapport, l’assemblée'de 
messieurs les lecteurs et professeurs royaux a jugé cet ouvrage digne 
de l’impression , et a fait part de son privilège en commandement à 
M. Cousin. En foi de quoi j’ai signé le présent certificat. A Paris, ce 
4 mars 1787. 

GARNIER, inspecteur. 
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